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Vorwort des Heraasgebers. 


Der Gedanke, die von Franz Neumann gehaltenen Vorlesungen 
dem Drucke zu übergeben, um sie weiteren Kreisen zugänglich zu 
machen y entstand unter seinen Schülern schon vor Jahrzehnten zu 
der Zeit, als die Universität Königsberg die einzige deutsche Hoch- \ 
schule war, an welcher mathematische Physik gelehrt und gepflegt 
wurde. Zur Beife ist dieser Plan leider erst gelangt, nachdem die 
damaligen Schüler selber seit längerer Zeit als akademische Lehrer 
gewirkt haben. Wenn sie jätzt noch ihren alten Wunsch zur Aus- 
führung bringen, so muss nicht bloss die Dankbarkeit und die Liebe, 
welche sie gegen ihren Lehrer hegen und bewahren, sie zu der 
Arbeit angetrieben haben, sondern mehr noch die Ueberzeugung, dass 
diese Vorlesungen, durch welche einstmals die mathematische Physik 
in Deutschland ins Leben gerufen wurde, auch noch heutigen Tages 
eine yortre£Fliche Schule für alle Diejenigen bilden werden, welche 
in den Geist und den Inhalt der physikalischen Theorien eindringen 
wollen. 

Der grosse Werth dieser Vorlesungen liegt einerseits in dem 
meisterhaft ausgedachten Plane derselben und der vorzüglichen Aus- 
wahl des Lihalts begründet, andererseits in den zahlreichen Mitthei- 
lungen über eigene Arbeiten des Verfassers, welche bisher entweder 
gar nicht oder wenigstens nicht in ihrem ganzen Umfange veröffent- 
licht worden sind. Zu den Gebieten, mit welchen Professor Neu- 
mann sich in jüngeren und späteren Jahren mit besonderer Vorliebe 
beschäftigt hat, gehört auch die Theorie der Elasticität; es konnte 
daher nicht fehlen, dass seine Vorlesungen über diesen Gegenstand 
häufig eigene Arbeiten betrafen. Seinem ausgesprochenen Wunsche, 
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dass alle in verschiedeiien Semestern vorgeti^genen eigenen Unter- 
suchungen in dieses Werk aufgenommen werden sollten^ bin ich gern 
soweit nachgekommen, als es mir zu erreichen möglich war. 

Aus diesem Grunde durfte ich mich nicht darauf beschranken, 
eine bestimmte Vorlesung so, wie sie gehalten war, wiederzugeben^ 
sondern ich musste das, was in anderen Semestern mehr geboten 
wurde, an gehöriger Stelle einfügen, wobei neben Neumann's eigenen 
Untersuchungen zugleich fremde von ihm benutzte Arbeiten mit auf- 
zunehmen waren. So ist ein Buch entstanden, welches alles Wesent- 
liche enthält, was Geheimrath Neumann jemals in seinen Yorlesui^en 
über Elasticität vorgetragen hat. 

Der Inhalt, welchen ich in 21 Abschnitte eingetheilt habe, ist 
zum grossen Theile geistiges Eigenthum Neumann's. Eine noch 
nicht veröffentlichte grössere Arbeit bildet den 12. Abschnitt über 
die Elasticität der Ery stalle; ebenso sind bis jetzt noch nicht gedruckt 
die Theorie des Stosses cylindrischer Stäbe im 20. Abschnitt und die 
im 21« enthaltenen Untersuchungen über die Biegung eines Stabes. 
Arbeiten Neumann's, welche bereits ganz oder wenigstens theil- 
weise bekannt sind, enthält der 9. Abschnitt, ebenso auch der 
17. Abschnitt; ersterer handelt über den Einfluss ungleichmässiger 
Temperatur auf elastische Form Veränderungen, letzterer über Neu- 
mann^s Erklärung der Dispersion. Besonders aber ist hervorzu- 
heben, dass sich im 13. Abschnitt die .wichtige Abhandlung findet, 
in welcher Neumann nachwies, dass die von Fresnel gefundenen 
Gesetze der Doppelbrechung und Polarisation als nothwendige Folge- 
rungen aus der Elasticitätstheorie sich ergeben, wenn im Gegensatze 
zu Fresnel die sogenannte Polarisationsebene als Schwingungsebene 
definirt wird. Ueberdiess würden noch zahlreiche einzelne Paragraphen 
und Bemerkungen anzuführen sein, welche auf Neumann's eigenen 
Arbeiten beruhen. 

Dem reichen Inhalte des Bandes noch umfangreiche Zusätze und 
Nachträge anzuhängen, erschien mir als Herausgeber nicht passend. 
Da ich aber die Pflicht hatte, die neuere Literatur des Gegen- 
standes zu berücksichtigen, so habe ich da, wo es mir nöthig zu 
sein schien, kurze Noten unter den Text gesetzt und auch an den 
Schluss mehrerer Abschnitte Bemerkungen angeknüpft, in welchen 
ich durch kurze Verweise auf die neueren Arbeiten aufmerksam 
machte oder auch einiges Wichtige aus ihrem Inhalte anführte. Auf 
diese Weise hoffe ich meine doppelte Pflicht am besten erfüllt zu 
haben, sowohl gegen meinen Lehrer, als auch gegen die jetzt heran- 
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wachsende Jugend^ welcher ich den Eindruck der durch erstaun- 
liches Wissen unterstützten Genialitat Neumann 's ungestört er- 
halten wollte. 

Zur Grundlage meiner Arbeit wählte ich eine Vorlesung; welche 
Professor Neumann im Wintersemester 1857/58 gehalten hat; von 
derselben standen mir die von meinem Bruder Lothar Meyer, jetzt 
Professor in Tübingen, und mir nachgeschriebenen stenographischen 
Aufzeichnungen und die von uns beiden ausgearbeiteten Hefte zur 
Verfügung. Diese Vorlesung umfasste die Abschnitte 1 bis 7, ferner 
9, 11, 13, 15 bis 20. Eine zweite Vorlesung, welche ich im Winter- 
semester 1859/60 über denselben Gegenstand horte, unterschied sich 
durch eine etwas andere Auswahl und Beihenfolge der Gegenstände; 
aus meinem damals ausgearbeiteten CoUegheft habe ich die Ab- 
schnitte 8, 10 und 14, so wie hie und da einzelne Paragraphen ein- 
geschaltet, auch nach demselben manche Verbesserung meiner ersten 
Ausarbeitung vorgenommen. 

Aus späteren Jahren konnte ich zwei Hefte benutzen, von 
welchen das ältere im Wintersemester 1869/70 und im Sommer- 
semester 1870 von Herrn Dr. •Baumgarten, jetzt Oberlehrer in 
Dresden, das neuere von Herrn Woldemar Voigt, jetzt Professor 
in Gottingen, in der letzten von Geheimrath Neumann über die 
Elasticität gehaltenen Vorlesung im Winter 1873/74 nachgeschrieben 
worden ist. Aus dem Vo ig tischen Hefte entnahm ich den von der 
Energie der elastischen Kräfte handelnden § 63 und den 12. Ab- 
schnitt über die Erystall-Elasticität. Aus den Aufzeichnungen beider 
Herren, denen ich meinen Dank für ihre freundliche Unterstützung 
hier ausspreche, konnte ich dann noch den 21. Abschnitt über das 
Verhalten elastischer Stäbe zusammenstellen. 

Diese Einschaltungen machten keine erheblichen Aenderungen 
nothig« Zu der wichtigsten wurde ich dadurch veranlasst, dass ich 
die von Neumann verschiedentlich berührte Frage nach dem 
Constanten Verhältniss der beiden Poisson'schen Elasticitätscon- 
stanten und die Methoden zur Entscheidung dieser Frage nur an einer 
Stelle im Zusammenhange glaubte besprechen zu sollen. Ich habe 
desshalb vor dem von diesen Dingen handelnden § 77 zwei andere 
einschalten müssen, in welchen ich Biegung und Torsion etwas ab- 
weichend untersuchte. Die Theorie der letzteren Erscheinung wurde 
von Neu mann entweder am Schlüsse der Untersuchungen über den 
Stoss oder im Zusammenhange mit den im 21. Abschnitt enthaltenen 
Gegenständen vorgetragen. 
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So übergebe ich denn diese Arbeit der Oe£fentlicbkeit mit dem 
Wunsche ; dass das Studiam der nun gedruckten Vorlesung so an- 
regend wirken möge, wie einst der mündliche Vortrag; aus welchem 
zahlreiche Hörer, unter ihnen Borchardt, Eirchhoff, Strehlke^ 
Clebsch, Carl Neumann, VonderMühll, Minnigerode, 
Zöppritz, Gehring, Saalschutz^ Wangerin, Baumgarten, Voigt 
den ersten Antrieb zu ihren Arbeiten über Elas^icität empfingen, 
und desgleichen auf einem mit dieser Theorie aufs engste zusammen- 
hängenden Gebiete 

der Herausgeber, 
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1. Einleitung. 

§ 1. Entstehung and Grundlage der Theorie. 

Die Theorie der Elasticität gehört zu den neuesten Zweigen der 
mathematischen Physik; ihre Anfange reichen nur bis in die zwan- 
ziger Jahre unseres Jahrhunderts zurück. Wenn auch schon von den 
Bernoulli und von Euler einzelne Aufgaben aus der Lehre von der 
Elasticität mathematisch behandelt worden sind, so wurde eine all- 
gemeine Theorie, welche alle an elastischen Körpern beobachteten 
Erscheinungen einheitlich zu erklären und sämmtlich auf dieselben 
Fundamentalcdnstanten zurückzuführen versuchte, doch erst veranlasst 
durch FresneTs neue Theorie des Lichtes. Die exacte Beurtheilung 
seiner Beobachtungen führte Fresnel zu Thatsachen, welche im geraden 
Widerspruch standen zu den anerkannten Principien der Wellenbe- 
wegung in elastischen bedien. In der Schallwelle ist die Bewegung 
der Theilchen parallel dem Strahl, die Welle eine longitudinale; Fresnel 
fand, dass in der Licht welle jene Bewegung senkrecht gegen den 
Strahl gerichtet, die Welle also eine transversale ist, und doch soll 
der Unterschied der Eigenschaften beider Medien, der Luft und des 
Lichtäthers, nur quantitativ, nicht qualitativ sein.' Die Mechaniker 
jener Zeit läugneten die Möglichkeit einer solchen Bewegung, weil 
sie unverträglich sei mit den hydrodynamischen Grundgleichungen, 
welche auf elastische Flüssigkeiten, auf Luft angewandt nur longitu- 
dinale Wellen kennen lehren. Fresnel, sich vertheidigend, machte 
darauf aufmerksam, dass möglicherweise in diesen Gleichungen nicht 
alle Kräfte berücksichtigt sein möchten, welche in elastischen Medien 
zur Wirkung kommen können. Er fand in der Tha«, dass in den 
hydrodynamischen Gleichungen nur solche inneren Kräfte enthalten 
sind, welche aus einer Verdünnung oder Verdichtung des Mediums 
entstehen und welche wiederum eine Aenderung der Dichtigkeit her- 
vorbringen. Er stellte sich daher die Frage, ob es in einem elastischen 
Medium keine anderen Kräfte gebe, ob in einem solchen System, wie 
es die Theilchen eines elastischen Körpers bilden, nicht auch Kräfte 
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entstehen können aus einer Verschiebung der Theilchen^ durch welphe 
die Dichtigkeit nicht geändert wird. Wie jetzt die Sachen liegen^ ist 
es leicht; den Standpunkt^ auf den Fresnel sich stellte, klar zu machen. 

Wir denken uns einen festen geraden Cjlinder, dessen oberes 
Ende festgehalten , während das untere tordirt wird. In Folge der 
Torsion ändern die Theilchen des Cylinders ihre gegenseitige Lage, 
ohne dass gleichzeitig eine Aenderung der Dichtigkeit oder des Vo- 
lumens einträte. Hört die tordirende Kraft auf zu wirken, so streben 
die Theilchen in ihre ursprüngliche Lage zurückzukehren. Denken 
wir uns nun statt des festen einen flüssigen Gylinder, einen Wasser- 
strahl, ebenso tordirt, so tritt auch hier keine Aenderung der Dichtig- 
keit ein. Die hydrodynamischen Gleichungen würden in diesem Falle 
ergeben, dass keine Kraft nöthig sei, um alle Querschnitte des Strahls 
nach und nach in die neue Lage zu bringen. Eine Folge hiervon 
ist, dass jedes Theilchen nach dem Aufhören der Torsion in der Lage 
bleiben wird, die es angenommen hai Wir wissen jetzt, dass aller- 
dings eine Kraft erforderlich ist, um die Torsion hervorzubringen. Diese 
Kraft würde als Reibung der einen Schicht gegen die andere erscheinen. 
Wir können auch behaupten, dass, wenn die Torsion innerhalb so 
enger Grenzen stattgefunden hätte, dass keine neue Gleichgewichts- 
lage der Theilchen hätte eintreten können, diese Kraft alle einzelnen 
Querschnitte in ihre ursprüngliche Lage zurüAführen würde. 

Diese einfache Betrachtung zeigt, dass in den elastischen Medien 
wirklich noch andere Kräfte thätig sind, als in den hydrodynamischen 
Gleichungen berücksichtigt werden. Sie zeigt femer, wie in dieser 
Hinsicht die Unterschiede zwischen festen und flüssigen Medien ver- 
schwinden, und sie lässt es als ;nöglich erkennen, dass eine zugleich 
für feste und für flüssige Körper gültige Theorie der elastischen 
Kräfte aufgestellt werde. Der Unterschied des Aggregatzustandes 
fallt fort, wenn alle Bedingungen erfüllt sind, welche nöthig sind, 
dass keine neue Gleichgewichtslage eintrete. Es liegt im Begriffe 
eines Systems, sei es aus fester oder aus flüssiger Masse gebildet, 
dass die Kraft, welche ein beliebiges Theilchen bis zu einer gewissen 
Grenze aus seiner Gleichgewichtslage entfernt, es in dieselbe zurück- 
zuführen vermag, an Grösse derjenigen gleichkommt, durch welche 
es aus der Gleichgewichtslage heraus bewegt wurde. Wird jene 
Grenze eingehalten, und ist diese Voraussetzung erfüllt, so ist es 
kein Widerspruch, wenn wir den Lichtäther und die Luft den festen 
Körpern zuzählen. 

Hiemach vermögen wir zu übersehen, wie die für feste Körper 
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entwickeltel^Theorie der Elasticitat ebensowohl f&r die Theorie des 
Schalles ; als auch für die des Lichtes als Grundlage dienen kann, 
wie sie nicht bloss die Gesetze der Chladni'schen Elangfiguren, son- 
dern auch die der Doppelbrechung und der Polarisation des Lichtes 
zu erklären vermag. Die Theorie wird von den natürlichen, wie von den 
künstlich hervorgebrachten Zuständen der Körper Rechenschaft geben; 
sie findet z. B. Anwendung, ob die Polarisation von Natur bestehen 
oder durch Compression hervorgebracht sein mag; sie wird auch die 
Methoden angeben zur Bestimmung der Constanten, von denen alle 
diese merkwürdigen Erscheinungen abhängen. 

Die Anwendbarkeit der Theorie geht aber noch weiter; denn 
unsere Theorie vermag auch Erscheinungen aus anderen Gebieten 
der Physik, besonders aus der Wärmelehre zu erläutern. Dahin ge- 
hören die Gesetze der Ausdehnung krystallinischer Körper durch die 
Wärme, die nach verschiedenen Richtungen verschieden ist, ja sogar 
zu einer Zusammenziehung werden kann; ferner die optischen Er- 
scheinungen in einem durchsichtigen Medium, in welchem die Tem- 
peratur nicht überall gleichförmig vertheilt ist. Ein solches Medium 
erhält die Eigenschaft, das Licht zu polarisiren und doppelt zu 
brechen. Die Beobachtung dieser Doppelbrechung kann mit Yortheil 
benutzt werden, den Zustand im Innern des Mediums, die elastische 
Verschiebung der Theile gegen einander zu bestimmen. 

§ 2. Urheber der Theorie. 

Begründet wurde die allgemeine Theorie der Elasticitat durch 
eine Abhandlung von Navier*), welche in den Schriften der Pariser 
Akademie vom Jahre 1824 erschien. Einige Jahre später veröffent- 
lichte Poisson^ seine erste allgemeine Arbeit über diesen Gegen- 
stand im 8ten Bande der Schriften der Akademie. Etwa gleichzeitig 
beschäftigte sich mit dieser Theorie auch Cauchy, der eine grosse 
Anzahl von Abhandlungen sowohl über die Grundprincipien als über 
die Anwendungen geschrieben hat. Neuere Abhandlungen, welche 
von allgemeiner oder von hervorragender Wichtigkeit für unseren 
Gegenstand geworden sind, werden wir an gehöriger Stelle anführen. 

§ 3. Hypothesen. 

Wir beginnen die Behandlung des Gegenstandes mit der Be- 
trachtung eines begrenzten elastischen Mediums, eines festen Körpers. 

1) Mäm. de TAcad. T. 7. p. 875. Paris 1827. 

2) M^m. de TAcad. T. 8. p. 857. Paris 1829. Joom. de T^cole pol. 
Cah. 20. T. 18. p. 1. 1831. 
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Dieses ist der allgemeinere Fall; aus welchem, wenn wir 4ie Grenzen 
unendlich weit annehmen, der speciellere eines unbegrenzten Mediums 
hervorgeht. 

Die Grundanschauung ist, dass wir es zu thun haben mit einem 
System frei beweglicher Massen theilchen, welches sich im stabilen 
Gleichgewicht befindet. Die Dimensionen dieser Massen theilchen sind 
äusserst klein im Verhältniss zu ihren Entfernungen. Sie wirken 
auf einander mit anziehenden und abstossenden Kräften, deren Stärke 

m 

eine solche Function der Entfernung ist, dass sie für sehr kleine 
Entfernungen merkliche Werthe haben, dagegen für jede merkliche 
Entfernung verschwindend klein sind. Die Wirkungssphäre eines 
Theilchens ist also äusserst klein, kleiner als jede mikroskopische 
Grosse, sie erstreckt sich aber auf viele benachbarte Theilchen. 

Die Kraft, mit welcher zwei Theilchen m und m' auf einander 
wirken, stellen wir dar durch den Ausdruck 

indem wir sie den Massen m und m' proportional setzen und unter 
(pig) eine abstossende, unter x{q) eine anziehende Kraft verstehen. 
Beide, 9(9) sowohl als auch %(p), sind Functionen der Entfernung 9, 
in welcher sich die beiden Theilchen von einander befinden; sie be- 
deuten jedoch verschiedenartige Functionen dieser Entfernung, und 
zwar in der Weise, dass es einen bestimmten Werth von g giebt^ 

für welchen (fifi) '^ xio) ^^^; ^^^^ ^^ ^^^ ^^^^ gewisse Entfernung 
giebt, in welcher Anziehung und Abstossung sich aufheben. Für 
jeden kleineren Werth von q ist (p{q)> x{q)} es überwiegt die Ab- 
stossung; für jeden grosseren Werth, den q erhalten kann, ohne dass 
überhaupt alle Wirkung aufhört, ist xio) grösser als 9(9), hat die 
Anziehung das Uebergewicht Werden also die Theilchen durch 
äussere Kräfte in eine grössere Entfernung gebracht, als in der 
Ruhelage, so üben sie gegenseitige Anziehung auf einander aus; 
werden sie dagegen einander näher gerückt,' so stossen sie sich ab. 

§ 4. Molekulardruck. 

Wir denken uns irgend ein mit einer homogenen elastischen 
Masse erfülltes Prisma durch eine Ebene EE in zwei Hälften, etwa 
in eine obere und in eine untere Hälfte getheilt. Es soll sich 
im natürlichen Zustande befinden, d. h. in dem Zustande, in welchem 
keine anderen als innere Kräfte wirksam sind. In diesem Zustande 
befindet sich das System in einer bestimmten Ruhelage, welche 
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dadurch bestimmt ist, dass an jeder Stelle die auf ein dort befindliches 
Theilchen wirkende Kraft := ist. Ist dies der Fall, so können wir 
die obere Hälfte von der unteren ohne Anwendung einer Kraft ent- 
fernen. In dem Augenblicke aber, in welchem die Trennung beginnt, 
entstehen Kräfte, welche den alten Zustand wieder -herzustellen 
streben. Die Grösse dieser eintretenden Kraft ist eine Function der 
hervorgebrachten Verrückungen. Diese Kraft erscheint als Druck 
oder Spannung gegen die Ebene 'E'E, 

Der Druck braucht nicht an jeder Stelle der Ebene jE^J? derselbe 
zu sein. Wir nehmen Beispiels halber einen prismatischen Stab in 
horizontaler Lage an; das Ende.^ 
sei unbeweglich befestigt, das 
andere Ende B nach unten nie- 
dergebogen; wir theilen den Stab 
durch eine ihn quer durchschnei- 
dende senkrechte Ebene TSiTS, in 
zwei Theile. An der obern Seite 
dieser Ebene wird der Druck 
durch das Bestreben der verschobenen Theilchen, sich zu nähern, 
hervorgebracht, am untern dagegen durch die Abstossung der ein- 
ander übermässig genäherten Theilchen. Dieser einfache Fall macht 
klar, dass der Druck an verschiedenen Stellen derselben theilenden 
Fläche verschiedenen Werth haben kann. 

Wie aber auch der Druck gegen eine Ebene beschaffen sein 
mag, er ist jedenfalls proportional der Grösse des Flächenelementes 
der betrachteten Stelle. Nennen wir dieses Element dci, so ist der 
gegen dasselbe ausgeübte Druck P dai, wenn P den Druck auf die 
Flächeneinheit bezeichnet, vorausgesetzt, dass innerhalb derselben 
der Druck überall derselbe ist. 

Wir sind gewohnt, uns den Druck senkrecht gegen die theilende 
Ebene zu denken, da der Begriff Druck aus der Hydrostatik herge- 
nommen ist Dies ist aber eine sehr particuläre Vorstellung. Wir 
werden aus' folgendem Beispiel sehen, dass der Druck auch schief 
gegen die theilende Fläche gerichtet sein kann. 

Wir denken uns einen verticalen Stab ^J3 an seinem oberen 
Ende A festgehalten und am unteren B tordirt. In einer durch die 
Mitte des Stabes gelegten Horizontalebene EE kommt dann ein 
Druck zur Geltung, welcher die untere Hälfte des Stabes zurückzu- 
drehen strebt. In diesem Falle föUt also die Richtung der Druck- 
kraft in die Ebene EE^ auf welche der Druck wirkt. Demnach 
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braucht der Druck in einem elastischen Körper keineswegs senkrecht 
gegen die theilende Ebene zu wirken^ sondern er wird im Allgemeinen 
schief gegen die Ebene gerichtet sein. 

§ 5. Berechnung des Drucks durch Molekularsummen. 

Um uns eine noch präcisere Vorstellung vom molekularen Druck 
zu bilden^ denken wir uns auf dem Elemente do der theilenden Ebene 
EE einen geraden Gylinder errichtet] und durch die ganze Ausdehnung 
der einen Hälfte des Mediums 
verlängert. Wir suchen die Wir- 
kung; welche die andere HälfLe 
auf diesen Gylinder ausübt, also 
die Summe der Wirkungen, welche 
die Theilchen m des Cylinders ^ 
von den Theilchen m der untern 
Hälfte erfahren. Die Resul- 
tante dieser Wirkungen ist der ^»»^ 
Druck auf das Flächenelement d<D. Bilden wir dieselbe für jedes 
dm und vereinigen darauf alle diese Kräfte, so erhalten wir den auf 
die Trennungsebene EE der beiden Hälften des Mediums^ ausge- 
übten Druck. Bezeichnen wir 

SO ist die abstossende Wirkung, welche ein Theilchen m vom Theilchen 
tn' erfährt, nach unserer in § 3 eingeführten Voraussetzung 

fnm'F(Q). 

Nennen wir die drei Cosinus der Winkel, welche die Richtung dieser 
Wirkimg mit drei rechtwinkligen Coordinatenrichtungen bildet, a, ß, y, 
so sind die Componenten dieser Wirkung 

mfn'F{Q) . a mm'F{Q) . ß mm'F^Q) . y. 

Folglich sind die Componenten des auf das Flächenelement do aus- 
geübten Drucks Pdo 

X' = TTm.m'F{Q).a 

r = ZZm . m'F{Q) . ß (1.) 

Z' =llm.m'F(Q).y, 

wenn die doppelten Summenzeichen die Summirung über alle m' und 
alle m des Cylinders bedeuten. Bezeichnen wir durch S die Summation 
für alle Gylinder oder alle Elemente do, so sind die Componenten 
des auf die ganze Theilungsebene ausgeübten Gesammtdrucks 
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X :=^ Sllmm' F(q) . a 

Y = SZlmm' F{q) . ß (2.) 

Z = SZI,mm'F{Q) . y. 

In dem von uns betrachteten Falle eines unbegrenzten elastischen 
Mediums sind freilich diese Summen bis in die Unendlichkeit auszu- 
dehnen. Wir brauchen uns indess nur der über die Functionen (p(q) 
und if{Q)y folglich auch über F(q) gemachten Voraussetzungen zu 
erinnern^ um sofort einzusehen, dass die Werthe der Summen X', Y^ Z' 
trotzdem von endlicher Grosse bleiben. Da nämlich F{q) nur dann 
von Null verschiedene Werthe annimmt^ wenn q sehr klein ^ kleiner 
als eine mikroskopische Grösse wird, so ist klar^ dass zu den Werthen 
jener Summen nur diejenigen Theilchen m und in\ welche der Ebene 
EE unmessbar nahe liegen^ oder nur die oberflächlichen Grenz- 
schichten beitragen. Hierin liegt der Grund^ weshalb wir diese 
Summen als Druck auf eine Fläche bezeichnen dürfen. 


Entwicklimg der allgemeinen Theorie anf meehanisclier 

Grundlage. 

2. Allgemeine Lehrs&tze über die Druckkräfte. 

§ 6. Feststellung der Aufgabe. 

Ehe wir oun ontemelmien, die Grosse der Drucksammen nach 
dem Eintritt irgend einer in einem elastischen Medium geschehenen 
YerrQckung zu bilden, beweisen wir einige allgemeine Sätze über die 
Druckkräfte. Dabei setzen wir über die Anordnung der Theilchen 
nichts voraus; die Sätze gelten sowohl für krystallinische, als für un- 
krystallinische Medien. Ebenso wenig beruht die Gültigkeit dieser 
Lehrsätze auf irgend welcher Annahme über die Natur der moleku- 
laren Kräfte: wir bedürfen zum Beweise nicht einmal der Hypothese, 
dass der elastische Druck aus molekularen anziehenden oder ab- 
stossenden Kräften entspringt; es genügt die Voraussetzung, dass in 
einem elastischen Medium überhaupt Druckkräfte vorhanden sind. 

Legen wir durch einen Punkt eines elastischen Mediums ver- 
schiedene Ebenen, so erhalten wir jedesmal andere Werthe für den 
Druck auf das an der Stelle des angenommenen Punktes liegende 
Element d& der betreffenden Ebene. Kennt man die 9 Drackcompo- 
nenten für irgend welche 3 gegen einander rechtwinklige durch den 
Punkt gelegte Ebenen, so kann man aus den Werthen derselben 
mittelst des ersten unserer Theoreme leicht den- Druck bestimmen, 
welcher gegen eine in irgend einer andern Richtung durch denselben 
Punkt gelegte Ebene ausgeübt wird. (Theorem C. § 9.) 

Ein zweiter Satz wird zeigen, dass man zur Entwicklung dieser 
Grosse nicht aller jener 9 Componenten bedarf, sondern dass 6 Grossen 
zu kennen ausreichend ist. (Theorem B. § 8.) 

Das dritte Theorem giebt die Beziehung an, in welcher die 
Componenten des Drucks an irgend einer Stelle zu den Kräften stehen. 
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durch welche die Verrückung an dieser Stelle «hervorgebracht ist. 
(Theorem A. § 7.) 

Um diese Sätze zu beweisen ; führen wir folgende Bezeichnung 
ein. Wir legen durch einen beliebigen Punkt, dessen Coordinaten x, y, z 
sind, drei Ebenen parallel den durch die Coordinatenaxen gelegten 
Ebenen, und ausserdem eine Ebene in beliebiger Neigung oder auch 
eine gekrümmte Fläche. Wir nehmen in jeder dieser vier Flächen 
an der Stelle xyz ein Flächenelement e^o an und nennen den Druck, 
den dasselbe erfährt, 

Px diQy wenn x 

Py rf(D, „ y 

P, d(D, „ » 

die Normale des Flächenelements dfo bildet, dagegen 

P,dcö, 

wenn das Element dfQ der vierten geneigten Ebene angehört, deren 
Normale durch s bezeichnet werden möge. Dabei bestimmen wir 
weiter, dass die genannten Grössen in allen vier Fällen immer den- 
jenigen Druck vorstellen sollen, welchen die nach der negativen Seite der 
Coordinaten, also kürzer nach dem Ursprünge derselben hin gelegene 
Hälfte des durch die betreffende Ebene getheilten Mediums auf einen 
in der andern Hälfte über dfa construirten Cylinder ausübt. Die 
umgekehrten Grössen, d. h. die Drucke, welche die von dem Anfang 
der Coordinaten abgewandten Hälften auf einen in der zugewandten 
Hälfte construirten Cylinder ausüben, bezeichnen wir den obigen 
analog durch 

Px' d©, Ty d(Oj Pz d(Oj P/ dfo. 

Wir zerlegen darauf jene sechs verschiedenen Druckkräfte jede 
in drei Componenten parallel den Richtungen der Coordinaten und 
nennen die Componenten 

von Px Xx, Fx, -Zx 

„ JTy JLyy jfy, Zy 


P» ^»} J^M} Z, 

j-x •**-» } -*-x J ^x 
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p' "V ' v y ' 

J.y '^yj -^y? ^y 


V -«-y -'»-y, ^y, ^y 

P' "ST ' V y 

Die Werthe dieser Componenten sind, wie die Grössen P und 
F\ Functionen der Coordinaten, und zwar so, dass sie nicht bloss 
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mit dem Orte^ an *welchem sich der Punkt xye im Baume befindet, 
sondern auch mit der gewählten Richtung der Coordinatenaxen ihre 
Werthe ändern. 

Ausser diesen im Inneren des elastischen Körpers thätigen 
Druckkräften haben wir in den folgenden Betrachtungen die Kräfte 
zu berücksichtigen, welche, wie etwa die Schwerkraft, von aussen her 
auf die Masse des Körpers wirken. Wie bezeichnen die Componenten 
dieser bewegenden Kräfte, welche auf die an der Stelle xya in der 
Einheit des Volumens in constanter Dichtigkeit befindliche Masse 
wirken, durch 

X, r, z. 


§ 7. Theorem A. 

Von den drei Theoremen beweisen wir zunächst das an dritter 
Stelle genannte, welches uns zu den Bedingungen für das Gleich- 
gewicht eines elastischen Mediums führen wird. 

Wir knüpfen unsere Untersuchung an die Betrachtung eines 
kleinen rechtwinkligen Parallelepipedons an, dessen Kanten parallel 
den Coordinatenaxen laufen und dessen 
dem Coordinatenanfange zugekehrte 
Ecke im Punkte xyz liegt. Die Kanten 
a, b, c desselben sollen nicht unend- 
lich klein sein, aber doch so klein, 
dass, wenn wir einen Punkt im Innern 
des Prismas durch relative Coordi- 
naten S, 17, S auf den Punkt xyß als 
Anfangspunkt beziehen, wir die Com- 
ponenten der Drucke und der be- 
wegenden Kräfte an diesem Punkte 
aus den Werthen derselben Grössen im Punkte fyn durch Entwick- 
lung nach dei^ Potenzen von |, 17, g mittelst des Taylor'schen Lehrsatzes 
ableiten können. Im üebrigen bleiben diese 3 Grössen a, 6, c voll- 
kommen willkürlich, mit der einzigen Einschränkung, dass keine von 
ihnen Null sei. 

Wir entwickeln jetzt die Summe der gesammten Druckcompo- 
nenten, welche die 6 Seiten des Parallelepipedons erfahren; wir bilden 
darauf die diesen Druckcomponenten angehörenden Drehungsmomente 
um 3 rechtwinklige Axen. Wir bilden auf dieselbe Weise die resul- 
tirenden Componenten und Drehungsmomente der auf das Parallel- 
epipedon wirkenden bewegenden Kräfte. Das Bestehen des Gleich- 
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gewichte erfordert, dass die Summe der Componenten nach den drei 
Richtungen der Coordinaten, und ebenso, dass die Summe der 
Drehungsmomente um dieselben drei Linien als Axen = seien. 

Wir fuhren die folgende Rechnung nur für die Summe der 
Componenten nach x und fOr die der Drehungsmomente um z durch, 
da evidenter Maassen, was für eine Coordinatenricfatung gilt, für die 
beidei) andern nicht unrichtig sein kann. 

Nach unserer Bestimmung über die Grösse von a, b, c gilt, so 
lange i<a, iy < 6 und 5 < c bleibt, für jedes X, sowohl mii, als 
auch ohne Index, folgende Entwicklung. Es ist der Werth dieser 
Function für die Stelle mit den Coordinaten a;4-5>.y + ^> ^ + 5 

-^ , dX fc , dX . dX ^ 


+ 2-^ßs} + 


Auf ein Element dvi . d^, welches in der dem Coordinaten- Anfangs- 
punkte zugekehrten Seite bc des Prismas an der Stelle ^^ ^ + ^; ^ "f" ^ 
liegt, wirkt folgende Druckkraft in der Richtung von x 

Ebenso erhalten wir die auf ein Element dr^'d^, welches sich in der 
gegenüberliegenden Seite an der Stelle ÄJ + ^>y + ^;^"f"5 befindet, 
wirkende Druckcomponente nach x 

Auf ein Element d^'d^ der dem Anfangspunkt zugewandten Seite 
ac wirkt • 

und auf ein gegenüberliegendes 

f ax; ax; ax; ] 

Ferner auf ein Element dJ^-dri der zugewandten Seite 

( ax, ax, \ 
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und auf ein solches der abgewandten Seiie 

Ausserdem wirkt auf ein räumliches Element di dri di des Parallel- 
epipeds die bewegende Kraft 

Folglich sind die sämmtlichen auf das Prisma ausgeübten X-Gompo- 
nenten im Zustand des Gleichgewichts 

ü 



dxj \ . 

U U 

Die Ausführung der angedeuteten Integrationen giebt 


? A' a X '\ d X ' 


+ ac (x, + X;) + ia«c ( ^J + -;;) + a6c 


/aX' rXJ\ (3.) 






+ a,6,r,A-+i«*6c'^;^+i«6»f^+i«6c»^.J + .... 


§ 7. Theorem A. 13 

Da a, ft, c willkürliche Grossen sind, so kann diese Gleichung nur 
bestehen, wenn die Glieder gleicher Ordnung für sich verschwinden; 
da femer a, &, c in keinem Zusammenhange untereinander stehen, so 
müssen unter diesen Gliedern gleicher Ordnung die Coefficienten der 
gleichen Potenzen für sich Null seiu. Es müssen also, damit zunächst 
die mit den Factoren bc, ca, ab, abe behafteten Glieder fortfallen, 
folgende Gleichungen erfüllt werden: 


= 

'X^ + XJ 





= 

= Xf-{- Xy 





= 

= X, + x; 





0- 

■ ox 

+ 

dy 

+ 

dx; 

de 


(4.) 


Alle weiteren Gleichungen des auf diese Weise erhaltenen un- 
endlichen Systems lassen sich auf diese vier ersten einfach zurück- 
führen. So erhalten wir z. B., indem wir den Factor von 6*c ver- 
schwinden lassen, die Gleichung 

dx^ dxj 

" dy ^ dy ' 

m 

femer liefert der Goefficient von ab^c die Gleichung 

dx ^"^^ d'x^ ^"^. 

dy ^^ dxdy *^ dy* ' dyds 

» 

u. 8. f. Ueberhaupt erkennt man aus dem Bildungsgesetz der Taylor- 
schen Reihe, auf welcher unsere Rechnung beruht, leicht als allge- 
meines Gesetz, dass die Coefficienten aller höheren Potenzen aus 
denen der niederen durch einfache Differentiation unmittelbar herzu- 
leiten sind. 

Dehnen wir das in den Formeln (4.) enthaltene Resultat auf die 
Y und Z aus, so haben wir zunächst 

Xx + x; = r, -f Yj = z, + ^x = 

x, + x; = o \Yy+Y; = o z, + z;^o (5.) 

X, + x; = r, + r; = o z, + z; = o 

d. h. der auf eine Fläche in einer Richtung wirkende Druck 
ist gleich dem in der entgegengesetzten Richtung auf die- 
selbe Fläche wirkenden, von der andern Hälfte des Mediums 
ausgeübten Drucke. 

Mit Benutzung dieser Formeln stellt sich das zweite Resultat 
unserer Untersuchung dar in der Form 
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OX 

ar. 


r = 


z = 


dx 


+ -W + 


8X, 

dz 

de 
de 


(A.) 


dx *^ ay 

Mit diesen Formeln ist das in § 6 an dritter Stelle angekündigte 
Theorem bewiesen. Dasselbe enthält eine wichtige Relation zwischen 
den Componenten der Drucke und denen der Kräfte, welche dieselben 
hervorgebracht haben; es bildet daher die hauptsächlichste Grund- 
lage für die Bedingungen des Gleichgewichts eines elastischen Körpers. 

§ 8. Theorem B. 

Wollen wir die Bedingungen für das Gleichgewicht vollständig 
aufstellen^ so haben wir in Bezug auf die Drehungsmomente der auf 
den elastischen Korper wirkenden Kräfte eine ähnliche Untersuchung 
anzustellen^ wie wir sie im vorigen § für die Componenten der resul- 
tirenden Ejraft durchgeführt haben. Es genügt^ die Rechnung für 
nur eine der drei Goordinatenrichtungen auszuführen. 

Wenn wir als Drehungsaxe die der je^-Axe parallel durch den 
Eckpunkt xyz des Parallelepipeds gehende Kante c desselben an- 
nehmen, so ist die für den Ruhezustand verschwindende Summe, der 
Drehungsmomente nach dem Schema 

o = z(4r-i,X) 

für alle inneren und äusseren Kräfte zu bilden. Die somit in Be- 
tracht kommenden Grössen enthält folgende tabellarische Zusammen- 
stellung; welche für jedes Flächen- oder Raumelement die Ejräfte und 
die Abstände von der Drehungsaxe angiebt: 

1) für die drei vorderen imPunkte xyz zusammenstossenden Flächen : 


dridi 


dm 


dl^drj 


^ dy 

^ dy 






dx 
dY^ 

dx 
dX^ 

dx 
dY. 


dY 

dX^ 

+ 


I 

1 + 


+ 


ds 

dY 
y 

dz 


^' + -dF« + 


'dy 
dX, 

dy 


1 + 

i + 

+ 

+ 


•n 








I 


n 


S; 


§ 8. Theorem B. 
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2) fDr die hinteren im Punkte x -\- a, y -\- b, e -\- c zusammen- 
stossenden Flachen: 


dfjdt 


dgdl 


d^dii 




dx 


dy 


_ dY^ dT^ 


dx 


dy 


dX 

X 

~dz 
dt 


6 + 


5 + 


1 


dX„ ^ dX„ dX„ • 1 




n + 


dr. 


dr. 


d;5+-^6 + 




5 + 


dZ, dX, dX, 


dx 


dy 


dz 


\ 


dY, ^ dY, dY, 


dx ^ ^ dy 
3) f&r die innere Masse: 

di dfi di 


de 


a 


s 


V 


6; 


X, dX «. , dX , rix ^ , 


dx 


dy 


dz 


Nach dieser Tabelle ist das gesuchte Drehuugsmoment 




r , r, i ( dY^ dY^ dr, 


+ v{ 

e a 

+ fätfdi[^i{ 


dx'' + -dy'i + 


dX. 


de 


dx 


+ 6 (x, + 


dX, 

äx 


dY^ 

dy 

dX. 


+ •••) 


(1.) 


'i+:s.+^:<.+...)i 


dy 


UU I c ( , '^ - /^) + 


a b c 

+ J^^ßiß^ [g(r +...)- i?(x + .. .)} 

und nach Ausführung der Integrationen 
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/ \ tdY dT dT 


dx 


dz 


/dY dX dX dX 
^ \ dy dx dy de 


dy 


--) 


(2.) 


d r. dx 


y 


) 


dz ' "*/ 2^^^ ^ ^^ ^^ 

Diese Gleichung kann nur bestehen^ wenn die Ooefficienten der 
einzelnen Potenzen der von einander unabhängigen Grössen a, hy c 
sämmtlich verschwinden. Man erhält auf diese Weise wiederum ein 
unendliches System von Gleichungen^ unter welchen nur die erste 

= Zy — r« 

ein neues Theorem enthält. Alle folgenden ergeben sich aus dieser 
und aus dem im vorigen § bewiesenen Theorem A. 

Dehnen wir das erhaltene Resultat auch auf die beiden anderen 
Goordinatenrichtungen aus, so erhalten wir den zweiten Lehrsatz: 


Xy = Yx 


(B.) 


^X ^*^ -^«• 

Es darf also in den Bezeichnungen der Druckcomponenten der 
Hauptbuchstabe mit dem angehängten Index vertauscht werden. Diese 
Regel bedeutet, dass der Werth einer Druckcomponente unge- 
ändert bleibt, wenn die Richtung der Kraft mit der Richtung 
des auf die gedrückteEbene gefälltenLothes vertauscht wird. 

Durch dieses Theorem ist die Aufgabe, die 9 Gomponenten der 
elastischen Druckkräfte zu bestimmen, dahin vereinfacht, dass nur 
noch 6 Grössen aufzusuchen sind. 


§ 9. Theorem C. 

Um endlich den in § 6 an erster Stelle genannten Lehrsatz zu 
beweisen, wiederholen wir die bisher an einem Parallelepiped durch- 
geführte Betrachtung für ein Te- y * 
traeder. Die eine Ecke desselben 
liegt im Punkte x^ y, z und ist 
rechtwinklig. Sie wird gebildet 
durch den Zusammenstoss dreier 
Kanten a, &, c, welche den Coor- 
dinatenaxen parallel sind. Die 
gegenüberliegende Fläche, die Basis, 
bezeichnen wir in Uebereinstim- 
mung mit § 6 durch o), den auf dieselbe ausgeübten Druck mit P«, 
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und dessen Componenten durch ^, Y„ Z,. Endlich nennen wir s 
die aus ,dem Punkte xyz auf die Basis cd gefällte Normale. 

Damit das Tetraeder im Gleichgewicht bleibe, müssen sämmt- 
liehe auf dasselbe wirkenden Kräfte sich zerstören; es müssen also 
die Summen sämmtlicher Componenten nach Xy y, z jede für sich 
= sein. Beispielsweise haben wir für die X- Componenten nach 
unserer früheren Bezeichnung 

+j'JdUn[x. + '^1 + ^ , + . . .) (1.) 

wenn die Integrationen über die ganze Fläche oder das ganze Vo- 
lumen ausgedehnt werden^ dessen Element unter dem Integralzeichen 
steht. Die Ausführung der Integrationen giebt eine nach den Po- 
tenzen von Qy by c fortschreitende Reihe. Da alle drei Grössen will- 
kürlich sind; müssen die Glieder gleicher Ordnung für sich ver- 
schwinden^ also auch die Glieder zweiter Ordnung. Wir haben 
demnach 

= iftcX, + ^caXy + ^abX, — mX,. (2.) 

Es ist aber keineswegs nöthig, dass in dieser Gleichung die einzelnen 
Terme verschwinden, weil sowohl X„ als auch die Grösse der Drei- 
ecksfiäche o von den Werthen von a, b, c abhängt. Die letztere 
Beziehung findet ihren Ausdruck darin, dass die Dreiecke \bc, ^ca, 
\ab nichts anderes sind, als die Projectionen von cd auf die Ebenen 
der Coordinaten. Bezeichnen wir also durch (s, x)^ {Sj y), (s, z) die 
Winkel, welche die auf o senkrecht stehende Höhe s des Tetraeders 
mit den Coordinatenaxen bildet, so ist 

^hc = CO cos (5, ic), \ca == cöcos(s,y), \ab ■= o cos (s, jer). 

Somit erhalten wir, indem wir zugleich die entsprechenden 
Gleichungen für die beiden andern Coordinatenrichtungen hinzufügen, 
die Formeln: 

N 6 n m a n u , EUsticität. 2 
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Xg = Xx cos (s, X) + Xy cos (s, 3^) + X, cos (s, ;?) 

Y, = Yx cos (s, x) -f I^y cos (s, y) + Y, cos (5, 0) (C.) 

Zt = -ZI, cos {Sy x) + Zy cos (5, y) + Z, cos (5, e)^ 

welche das in § 6 zuerst erwähnte Theorem enthalten. 

Wir können nach denselben P, und seine Componenten leicht 
ausdrücken durch die Componenten der gegen die Coordinatenebenen 
wirkenden Drucke, deren Anzahl sich nach dem im vorigen § be- 
wiesenen Theorem B von 9 auf 6 verringert 

Die Untersuchung der Coefficienten , mit welchen die höheren 
Potenzen von a, h, c in Gleichung (1.) behaftet sind, liefert kein 
weiteres neues Resultat. Wir zeigen dies an dem Beispiele der 
Glieder 3. Ordnung, deren Bedeutung einfach zu erkennen ist. Die 
vorkommenden Flächen-Integrale sind nämlich dieselben, wie die- 
jenigen, welche dazu dienen, die Goordinaten der Schwerpunkte fOr 
die Dreiecksflächen zu bestimmen; es ist also 

und ähnlich die übrigen, ebenso 

femer ist das Raumintegrai 

fffd^ dri dg = ^ahc. 

Demnach erhalten wir, wenn wir die Summe der Glieder 3. Ordnung 
s» setzen, nach einer einfachen Abänderung der Reihenfolge der- 
selben die Gleichung 

^ahcX = a -r— {pX, — ^caXy — ^a6X,) 

+ c-^ (öjX, — ^bcX^ — \caXy), 
welche durch Benutzung der Formel (2.) die bekannte Relation 

az, aXy 6^x, 

dx '^ dy ~^ dz 

liefert. Aehulich könnte der Beweis für die höheren Glieder geführt 
werden; doch ist dieses unnöthig, weil wir durch eine später folgende 
Betrachtung (§ 14) nachweisen werden, dass unsere drei Theoreme 
sämmtliche Bedingungen des Gleichgewichts enthalten. 
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§ 10. Gleichungen für die Bewegung. 

Vorher verallgemeinern wir die für das Gleichgewicht erhaltenen 
Gleichungen so, dass sie auch den Fall der Bewegung umfassen. 
Dies kann nach dem allgemein in der Mechanik geltenden d'Alem- 
bert'schen Princip geschehen, indem von den bewegenden Kräften die 
mit der Masse des bewegten Körpers multiplicirten Beschleunigungen 
abgezogen werden. 

Um die letzteren zu bilden, haben wir die Grösse der Ver- 
rückung einzuführen, welche die Theile des elastischen Körpers aus 
der Gleichgewichtslage erlitten haben. Ein Theilchen, welches sich 
im natürlichen Zustande des Gleichgewichts an der Stelle x, y, z 
befunden hatte, möge durch die Bewegung zur Zeit t an eine Stelle 
gelangt sein, deren Coordinaten x + m, y + v, z •\- w sind. Dann 
sind u, V, w die Componenten der erlittenen Verschiebung, ferner 

du dv dto 

df ^ ~df^ nr 

diejenigen der Geschwindigkeit, mit welcher das Theilchen sich be- 
wegt, und endlich 

d"u d^v d*to 

~di^ ' ~dt*~ ' 'di^ 

die gesuchten Componenten der beschleunigenden Kräfte. Bezeichnet 
nun noch c die als gleichmässig vorausgesetzte Dichtigkeit des be- 
trachteten elastischen Körpers, so haben wir zu der Gleichung (2.) 
§ 7, welche für den Fall des Gleichgewichts die Summe der in der 
Richtung der x auf ein Parallelepiped wirkenden bewegenden Kräfte 
enthält, für den Fall der Bewegung noch hinzuzufügen 

-yy/«.,«.[^;-+^(^':){+,;(-j;?),+^(i;?)s+...]. 



Verfahrt man mit der so modificirten Gleichung auf dieselbe Weise, 
wie in § 7 geschehen ist, so erhält man statt der Gleichung A § 7 

* dt« ~ a« "•" ay "^ di 

dt^ dx ^ oy ' dz 

y d^w ^z^ , az dz^ 


dt* dx ' dy ^^ dz 

Dieses sind die allgemeinen Gleichungen für die Bewegung eines 

elastischen Mediums. 

2* 
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Die beiden andern Theoreme B und C erfahren keinerlei Ab- 
änderung für den Fall der Bewegung; denn in die Formeln, welche 
diese Lehrsätze enthalten, können die beschleunigenden Kräfte, wie 
man sich durch einen Rückblick auf die §§ 8 und 9 leicht über- 
zeugt, ebensowenig eintreten, wie die bewegenden Kräfte X, Y, Z. 
Es gelten daher ganz allgemein, sowohl für den Fall der Ruhe, als 
auch für den der Bewegung, die beiden Theoreme: 

Z, = r„ Y, = Z,, Z, = X,; (B.) 

Xg = Xg. cos (s, x) + Xy cos (5, y) + ^» cos (s, z) 

r, = Yx cos (ä, x) + Yy cos (ä, y) + Y, cos (5, z) (C.) 

Zt = Zx cos {SyX) + Zy cos (5, y) -[- Z, cos (5, ;?). 

§ 11. Oberflächenbedingungen. 

Die bisher entwickelten Gleichungen gelten jedoch nur für einen 
Punkt im Innern eines Mediums. Wenn sie auch für ein unbe- 
grenztes Medium vollständig ausreichen, so können wir sie doch nicht 
auf eine Stelle unmittelbar unter der Oberfläche eines begrenzten 
Mediums anwenden. 

Wir construiren ein rechtwinkliges Prisma, dessen eine Seiten- 
fläche ein Oberflächenelement cito der Oberfläche des elastischen 
Körpers bildet, dessen Kauten also theils parallel, theils normal 
gegen die Oberfläche gerichtet sind. Auf die äussere Seite dco soll, 
auf die Einheit der Fläche bezogen, ein Druck P' wirken, unter dem 
man sich etwa den Druck der Atmosphäre vorstellen kann. Die 
Componenten dieses Druckes P'dci} seien 

X'dtOy Y'diOj Z'dfQ, 

Wir denken uns jetzt die Summen der Componenten der Mole- 
kulardrucke auf die inneren fünf Flächen des Prismas, wie bisher, 
gebildet; dazu addiren wir die Componenten des auf d(o lastenden 
Druckes und endlich die Componenten der von aussen her auf die 
Masse des Prismas wirkenden Kräfte, so erfordert das Bestehen des 
Gleichgewichts, dass sich die Componenten dieser sieben Kräfte gegen- 
seitig zerstören. Im Falle der Bewegung kommt als 8. Glied noch 
die negativ genommene Beschleunigung hinzu. 

Entwickeln wir diese Summen wieder, wie früher, nach steigen- 
den Potenzen der Kanten des Parallelepipeds, so müssen die Glieder 
gleicher Grössenordnung für sich allein verschwinden. In den Gliedern 
von niedrigster, d. h. zweiter Ordnung zerstören (wie in Gleichung (3.) 
§ 7) die Glieder, welche die Drucke auf die vier normal gegen die 
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Oberfläche gerichteten Seitenflächen darstellen, sich paarweise unter- 
einander. Die äusseren Kräfte geben kein Glied zweiter Ordnung. 
Es bleibt also zum Bestehen des Oleichgewichts erforderlich, dass 
sich untereinander diejenigen Glieder zweiter Ordnung aufheben, 
welche aus den auf das Element dm der freien Oberfläche und auf 
die ihm parallel gegenüber liegende innere Fläche wirkenden Drucken 
entstehen. Wir nennen den auf die Einheit der letzteren Fläche 
wirkenden Druck P« und seine Componenten 

ii> ^n) ^nj 

indem wir unter n die Richtung der nach aussen hin verlängerten 
Normale der Oberfläche verstehen. Dann sind die nothigen Be- 
dingungen 

=- X'dm + X^dm 

= Ydm + Tnda 

= Z'dm + ZndfD, 

da beide Fläc^enelemente in ihrer Grosse sich nur um ein unendlich 
Kleines zweiter Ordnung von einander unterscheiden. Es muss also 
für jedes Element der Oberfläche 

= Z' + Zn, 0=r+rn, = Z' + Zn (D.I.) 

sein, wo wir den inneren Druckkräften X», F», Zn diejenigen Werthe 
ertheilen dürfen, welche sie unmittelbar an der Oberfläche annehmen. 
Diese Werthe finden wir durch das Theorem C, wenn wir die 
bisher beliebige Richtung s in die der Normale n der Oberfläche 
fallen lassen, aus den gegen die Coordinatenebenen wirkenden Drücken. 
Unser Theorem lässt sich also auch in der Form 

= X' + Xx cos (w, x) -{- Xy cos (n, y) + X, cos (w, fs) 

= r + F, cos (w, x) + Yy cos (n, y) + Y, cos (n, z) (D. 2.) 

= Z' + ^« cos (w, x) + Zy cos (w, y) + Z» cos (n, z) 

darstellen und gilt für jeden Punkt einer stetig gekrümmten freien 
Oberfläche. 

Der Lehrsatz gilt nicht bloss für den Zustand der Ruhe und 
des Gleichgewichts, sondern auch für den der Bewegung; denn die 
von den beschleunigenden Kräften abhängige Reihenentwicklung be- 
ginnt mit Gliedern, welche in Bezug auf a, 6, c von der dritten Ord- 
nung sind, also auf die betrachteten Glieder zweiter Ordnung keinen 
Einfluss haben können. 

Die Untersuchung der Glieder dritter und höherer Ordnung 
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ergiebt keine neue Relation zwischen den Kräften. Wir sind somit 
zur vollständigen Eenntniss des Systems von Gleichungen gelangt, 
durch welche Ruhe und Bewegung eines elastischen Körpers be- 
stimmt werden. 

§ 12. Satz über das Qleicbgewicht eines Körpers. 

Haben die bewiesenen Sätze wirklich diese Bedeutung, so müssen 
sich aus ihnen alle die Bedingungen herleiten lassen, welche nach 
den Principien der Mechanik für das Gleichgewicht eines Systems 
von Massen ausreichend und erforderlich sind. 

Es muss also aus unseren Theoremen zunächst der Satz der 
Mechanik hergeleitet werden können, dass zum Bestehen des Gleich- 
gewichts eines elastischen Körpers, ebenso wie für jeden anderen 
Körper oder für jedes andere System, erforderlich ist, dass die sämmt- 
lichen von aussen her auf ihn wirkenden Kräfte, nämlich die auf 
seine innere Masse ausgeübten Kräfte und die auf seine Oberfläche 
wirkenden Drucke sich in Gleichgewicht halten. In Formeln aus- 
gedrückt, lautet dieser Satz 

O^JdVX+fdtöX' 

0=^JdVY+ßc^T' (1.) 

0=JdVZ +Jd(oZ\ 

wenn wir die Integrationen nach dV über den ganzen Raum und 
die nach d(o über die ganze Oberfläche des Körpers ausdehnen. 

Um diese Gleichungen aus unseren Theoremen abzuleiten, multi- 
pliciren wir die Gleichuqgen A § 7 mit dem Raumelemente 

dV = dxdydz 

und integriren über das ganze Volumen des Körpers. Dies giebt für 
die erste Componente 

^^^ -JJJ''''y''Uf + ^y- + -arl (2.) 

-JJdy dz{X^^; + JJdz dx{X,Xl + J j'dx dy[X,]':i, 

WO die mit den Indiceä x^, x^i, yi, y^, z^y z^^ versehenen eckigen 
Parenthesen die Differenz der Functionswerthe für je zwei gegen- 
überliegende Stellen (x^, y, z und x^, y, z u. s. w.) der Oberfläche 
bezeichnen. Drücken wir jetzt die Flächenelemente dy dz, dz dx, dx dy 
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als Projection der an den Enden einer und derselben Ordinate ge- 
legenen Oberflächenelemente aus, so haben wir 

dy dz = dfo cos (n, x) 

dz dx =^ dm cos (w, y) (3.) 

dx dy = do cos (n, s^ 

för alle diejenigen Stellen der Oberfläche zu setzen, an welchen die 
nach dem äusseren Baume gerichtete Normale n derselben mit der 
positiven Richtung der betreffenden Coordinate einen spitzen Winkel 
bildet, d. h. an den Stellen x^^yz, xy^^z, xyz^i] dagegen ist für die 
Punkte x^yz, xy^z, ^y^u ^^ welchen dieser Winkel stumpf ist, 

dy dz = — den cos (n, x) 

dz dx = -— dcö cos (w, y) (3.) ' 

* 

dx dy =^ — dcD cos (w, z) . 
zu setzen. Dadurch wird die Formel (2.) 

fd VX =Jda) [ Xx cos (n, x) + Xy cos (n, y) + X, cos (n, z) } , (4.) 

wo die Integration nach dm über alle Elemente der Oberfläche aus- 
zudehnen und für die Druckcomponenten die ihnen an der Ober- 
fläche zukommenden Werthe einzusetzen sind. Demnach ist nach dem 
Theorem D § 11 

0=/d[FX+/doZ', 
womit die Gleichungen (1.) bewiesen sind. 

§ 13. Satz Über die Drehungsmomente. 

Zum Gleichgewicht eines Körpers ist ausser den bewiesenen 
drei Bedingungen weiter erforderlich, dass die Summen der Drehungs- 
momente um die drei Coordinatenaxen verschwinden, dass also 

jdVijiX- xY) + JdmiyX' - xT) --=0 
JdY{zY—yZ) +Jdm{zY' ~ yZ') = (1.) 

JdV{xZ - zX) +fda> {xZ' - zX') = 0, 

wenn die Integrationen ebenfalls über den ganzen Körper und seine 
Oberfläche ausgedehnt werden. 

Den Beweis für dieses Theorem führen wir, indem wir, eben- 
falls von den Gleichungen A § 7 ausgehend, die Formel 
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dViyX — xT) 




J 

r r r f dx, dT, dz„ dr, dx, dT,] 

=JJJ^"^yHyi^-'"-d^+y^-''-di+VTz-''-dr\ 

+ ^(jfX.-xY.)} 

ansetzen. Hierin dürfen wir die nach dem Theorem B § 8 ver- 
schwindende Grosse 

fortlassen. Die übrigen Glieder unterwerfen wir einer partiellen 
Integration, wie im vorigen §, und erhalten bei gleicher Bezeichnung 

ßV{yX — xT] =fJdydz[yX^^xY,]''' +fJdßdx[yXy—xYyf' 

**! WM 

+fJdxdy[yXs-xT,l 

=J<ioi{y{Xj,cos(w,a;) + XyCos(n,y)4-X,cos(n,j8f)} —x{ YxCos{n,x) 

+ Yycos (n,y) + r,cos (n,z)] } 
und nach dem Theorem D 

/dF(yZ - rc Y) + /rfoj (yX' - a; r) = 0. 

Dies ist die zu beweisende Relation. 

§ 14. Gleichgewicht beliebiger Theile des Körpers. 

Wir können unsern Schluss weiter ausdehnen. Damit Gleich- 
gewicht stattfinde, müssen die auf jedes beliebige abgeschnittene 
Stück des Körpers wirkenden Kräfte sich selbst zerstören. Die Unter- 
suchung, ob auch dieses Resultat in unsern Gleichungen enthalten 
sei, ist deshalb wichtig, weil sie auf indirectem Wege uns überzeugt, 
dass wir bei der Nichtberücksichtigung der Glieder höherer Ordnung 
in der Herleitung nicht irgend eine Bedingung übergangen haben, 
dass wir auf keine neue Bedingung würden gekommen sein, wenn 
wir ausser Prisma und Tetraeder noch andere Figuren betrachtet 
hätten. 

Damit ein beliebiges im Innern des Mediums gelegenes, von 
einer geschlossenen Oberfläche begrenztes Stück in Ruhe bleibe, müssen 
die drei Gesammtcomponenten und die drei Drehungsmomente aller 
auf dieses Stück wirkenden Kräfte verschwinden. Gegen die Ober- 
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fläche des Stückes wirkt nach der in § 6 eingeführten Bezeichnung von 
innen der Druck P,, von aussen also — P,. Die auf das Element 
da der gedachten Oberfläche wirkende X-Componente dieses Drucks 
ist — Xgdto] die Summe dieser sämmtlichen Druckcomponenten muss 
die Componente der bewegenden Kräfte zerstören; es muss also sein 

fdvX—fdaiX, = 0, 
ebenso fdv T—fdoi}Y, = (1.) 

fdvZ'-fda}Z, = 0. 

Es gilt aber der früher aus dem Theorem A. abgeleitete Satz 
(Gleichung 4 § 12) 

fdVX =Jdm [ Xx cos (s, x) + Xy cos (s, y) + X, cos (s, z) } (2.) 

nicht bloss für die freie, sondern für jede beliebige gedachte Ober- 
fläche^ falls sie nur eine geschlossene ist; denn es wurde über die 
Grenzen der Integration nichts vorausgesetzt. 
Nach dem Theorem C ist auch 

fdaXt =^J*dG) { Xx cos {s, x) + Xy cos {s, y) + Xz cos (s, z) } . (3.) 

Der Ausdruck (1.) ist also identisch = 0. 

Umgekehrt könnten wir, ohne den Satz G vorauszusetzen, diese 
Betrachtmig anstellen, um ihn zu beweisen. Wir würden dadurch 
aus (1.) und (2.) als Bedingung für das Gleichgewicht eines beliebigen 
Stückes des betrachteten Körpers erhalten, dass die Gleichung (3.) 
bestehe, und zwar muss diese bestehen, welches auch die Natur der 
das Stück umschliessenden Oberfläche sei. Yergrössern wir nun diese 
um irgend ein Element, so müssen die auf beiden Seiten der Glei- 
chung (3,) hinzutretenden Grössen sich einander aufheben, d. h. es 
muss die Grösse^ welche unter dem Integralzeichen steht, beiderseits 
gleich sein 

Xs «= Xx cos {Sj x) + Xy (OS (5, y) + X, cos (5, z). 
Dies ist aber das Theorem 0. 


3. Symmetrische Vertheilung der Druckkräfte. 

§. 15. Erstes Druckellipsoid. 

Wir ziehen eine andere Klasse von Folgerungen aus unseren 
Fundamentalgleichungen; sie beziehen sich auf die Vertheilung der 
Druckkräfte. Wir werden den merkwürdigen und interessanten Satz 
beweisen, dass, welches auch die (natürlich von den erzeugenden 
Kräften abhängende) Beschaffenheit der Molekulardruckkräfte 
sei, diese Druckkräfte immer eine, in Bezug auf drei gegen 
einander rechtwinklige Ebenen symmetrische Vertheilung 
haben, und dass die in der Richtung der Durchschnitts- 
linien dieser drei Ebenen wirkenden Drucke Maxima und 
Minima sind. 

Gegen eine durch den Punkt xyz gelegte Ebene, deren Lage 
durch die Cosinus a, b, c der von ihr gegen diie Coordinatenaxen 
gebildeten Winkel bestimmt werde, wirke der Druck P„ dessen Com- 
ponenten X„ F,, Zg seien. Die Richtung dieses Druckes P, ist be- 

stimmt durch die Winkel mit den Axen, deren Cosinus -p, -p, -p 

sind. Wir denken uns in dieser Richtung von dem Punkte xyis aus 
eine Linie aufgetragen, deren Länge die Grösse des Drucks P, dar- 
stellt. Verändern wir nun die Lage der Ebene, so erhält diese Linie 
stets andere Richtung und Grösse. Wir betrachten diese P, pro- 
portionale Linie als den Radiusvector einer um xye beschriebenen 
Oberfläche, deren Gestalt wir bestimmen wollen. 

Es seien die auf xye bezogenen laufenden Coordinaten dieser 
Oberfläche |, rj, S; diese sind den Componenten des durch den zu- 
gehörigen Radiusvector dargestellten Druckes proportional; also ist 

A6«X,; lri=Yr, H = Z,, (1.) 

wo X ein Factor ist, dessen Werth wir durch angemessene Wahl der 
Längen- oder Zeit-Einheit «= 1 machen wollen. 

Nach dem Theorem C haben wir dann 
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g = X, = Z^a + Xy6 + X,c 

ri=Z^Y,a + Yyb+ Y,c (2.) 

g = Z, = Z^ca +Z^b + Z,c, 

woför wir unter Berücksichtigung des Theorems B § 8 mit etwas 
einfacheren Zeichen 

5 = Ma + ph + nc 

ri^= pa -f- ^^ + ^^^ (3-) 

schreiben. Die Auflösung dieser Gleichung nach a, 6, c giebt Aus- 
drücke von der Form 

a = Mg + ^1? + 1/^ 

6 = ^g + Ni? + ^5 (4.) 

Diese Gleichungen quadrirt und addirt geben, da 

a« + &2 ^ c- =. 1 
ist, die Gleichung der gesuchten Oberfläche in der Gestalt 

l=(M£ + ^iy + i;gy + (-arg + Ni? + /iey + (i'l + ^^+nöl (5.) 

Diese Oberfläche, deren Radien der Grosse und Richtung 
nach die Drucke darstellen, ist ein dreiaxiges Ellipsoid. 
Daraus folgt, dass es immer an jeder Stelle eines elastischen Körpers 
drei gegen einander rechtwinklige Richtungen und drei 
durch diese bestimmte, rechtwinklig sich schneidende Ebenen 
giebt, in Bezug auf welche der Druck im Medium symme- 
trisch vertheilt ist. 

Jene drei rechtwinkligen Richtungen, die Axen des Druck-Ellip- 
soids, nennen wir die Hauptdruckaxen. In den Richtungen 
dieser Axen erreicht der Werth des ausgeübten Druckes 
ein Maximum oder ein Minimum, während die Richtung des- 
selben senkrecht gegen eine der Symmetrieebenen gerichtet ist. 

§ 16. Lage der Hauptdruckaxen. Zweites Ellipsoid. 

Um die Lage der Hauptdruckaxen zu finden, führen wir den 
Radiusvector q des Ellipsoids und die Cosinus a, /3, y der Winkel 
ein, welche er mit den Coordinatenaxen bildet. Dann ist die Gleichung 
des Ellipsoids in Polarcoordinaten 

-i- = (Ma4-^/3 + i;y)«+(iya+Nj3 + /iy)^ + (i/a + ^/3 + ny)«(l.) 
oder abgekürzt 
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^ = A« + B» + n. 

Für ein Miniraum oder Maximum von q oder^ was auf dasselbe 
hinauskommt, von -^ haben wir, wenn wir y als Function von 
a und ß betrachten, 

\Q/ I \q) dy 


= -^^ + 




da dy du 


+ 


'(t)' 


Da nun 
und 


ap ^ ay a/3 
/ = 1 — «^ - /j^ 

dy a dy ß 


da y ' dp y 

ist, so wird die Bedingung für ein Maximum oder Minimum 


(2-) 


. »(t)- _ . '(v)' _ . Mi)' „, 


a da ß dß y dy 

oder, wenn wir die Dififerentation ausführen, 

MA + öB + 1/r oA + NB + iür »A + fiB + nr 


(4.) 


a /J y 

Diese Gleichungen geben, combinirt mit der Relation 

a»+^* + /=l, (2'.) 

die erforderlichen drei Gleichungen zur Bestimmung der einem Maxi- 
mum oder Minimum von p angehorigen Werthe von a, ß, y. 

Die sehr complicirte Form der so erhaltenen Ausdrücke verein- 
facht sich bedeutend durch die Einführung folgender Relation, die, 
wie wir behaupten, diesen Gleichungen genügt, 

ABT .p;. 

Eliminiren wir mittelst derselben B und V aus (4.), so erhalten wir 

Ma + ©p + vy Oa-f-Np + fiy ira + f*P + 1^7 /pf\ 

- ^ - , (p ,) 

d. h. nichts anderes, als die eingeführte Relation (5); dieselbe genügt 
also den Gleichungen (4). 

Aber nicht allein dieses, sie ist sogar mit jenen völlig identisch; 
denn, da sie in Bezug auf die gesuchten Unbekannten a, /), y in 
genau derselben Form wie jene gebildet ist, so muss sie dieselbe 
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Anzahl Wurzeln liefern. Besitzen also die Gleichungen (4.) und (2'.) 
3 Systeme von Auflosungen, so bestimmen auch die Gleichungen 
(5^) und (2'.) nur 3 Richtungen, und zwar dieselben 3 Richtungen. 
Dass diesen letzteren Gleichungen (2') und (5) wirklich nur dreierlei 
Werthe für a, ß, y genügen, ergiebt sich daraus, dass durch die 
Gleichung (5) die Axen einer Obei flache zweiter Ordnung, welche unter 
Umstanden ebenfalls ein dreiaxiges Ellipsoid ist, bestimmt werden; 
die Gleichung derselben ist 

Mx* + Ny* + Hi?* + 2^yz + 2vxz + 27!fxy = + 1 (6). 
oder in Polarcoordinaten 

Ma« + N/J« + n/ + 2^/Jy + 2vay + 2'Ufaß = ±\' (6'.) 

Hieraus geht hervor, dass die Axen dieser Oberfläche, welche wir 
das zweite Druckellipsoid nennen wollen, in der Richtung zu- 
sammenfallen mit denen des ersten Ellipsoids, keineswegs aber auch 
in der Länge. Wir bemerken vorgreifend, dass die Halbaxen des 
zweiten durch die Quadratwurzeln aus den Halbaxen des ersten dar- 
gestellt werden. 

§ 17. Die Hauptdruckkräfte stehen senkrecht gegen ihre 

Ebenen. 

Lassen wir nun das beliebige Goordinatensystem zusammenfallen 
mit den Axen der Ellipsoide, so müssen in Gleichung (6), § 16 die 
Terme verschwinden, welche die Producte verschiedener Coordinaten 
enthalten*, es ist also für diesen Fall 

= ^ = V = -ar. (1.) 

Dadurch werden die Gleichungen (4) § 15 

6 = Nij .j=-^ (2.) 


n 

Die Gombination dieser Belationen mit den Gleichungen (3) § 15 giebt 

0=(j|f--i-)a+p& + nc 

0^pa + (N--^)b-^me (3.) 

'0 = na + m6 + (P—^\ c. 


V 
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Da aber die Gleichungen für jeden Werth der a, 6, c gelten, so folgt, 

dass, bezogen auf die Hauptdruckaxen, auch die Relationen bestehen 

müssen 

= m ==» n = p, (4.) 

^=M' ^=-k' P='JV' (•'•) 

und, wenn wir die Werthe aus den Gleichungen (2) § 15 ein- 
setzen und die auf die Hauptaxen bezogenen Componenten durch 
einen Strich unterscheiden, 

Xy = r, = 0, Z = z,j = o, z, = x, = 0. (6.) 

Dies will sagen, die gegen die Hauptdruckaxen senkrechten 
Ebenen erfahren nur einen senkrechten Druck oder mit 
anderen Worten, die Hauptdruckkräfte stehen senkrecht gegen 
ihre Druckebenen, welche die das ganze System symmetrisch thei- 
lenden Ebenen sind. 

§ 18. Die Hauptdruckebenen sind die einzigen Ebenen dieser 

Eigenschaft. 

Es fragt sich, ob dies das einzige System von Ebenen ist^ welches 
diese merkwürdige Eigenschaft hat Besitzt irgend eine durch xye 
gelegte Ebene dieselbe Eigenschaft, so sind die Componenten des 
Drucks P, gegen diese Ebene, wenn a, &, c, wie bisher, die Cosinus 
der Neigungswinkel ihrer Normale gegen die Coordinatenaxen sind, 

X, = P,a, Y, = P,&, Z, = P,c. (1.) 

Nach dem Theorem C § 9 haben wir demnach mit der in § 15 ein- 
geführten Bezeichnung 

-p Ma + p6 + nc ^ pa + ^b -{- mc na -\- mb -j- Pc ,^ x 

' a b c ^ '^ 

Die durch Elimination von P« sich hieraus ergebenden beiden 
Gleichungen combiniren wir mit der dritten 

a* + 6« + c^ = 1 (3.) 

und erhalten so ein den Gleichungen (5') § 16 vollkommen analoges 
System von Gleichungen, von welchem leicht nachzuweisen ist, dass 
es mit ihnen identisch ist. Löst man nämlich die Gl. (5') § 16 in 
der Form 

Qa = Ma + '^ ß + ^y 

Qß^^a + Hß + iiy . 
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nach a, ßy y auf, so erhält man, wie die Vergleichung mit den 
Gleichungen (3) und (4) § 15 lehrt, 

a = { jjfa + P/S + wy } ^ 

y =^ \na + »»/' + -Py } ö 
oder 


a p y ' 

d. h. die Gleichungen (2.). 

Da somit die gesuchten Richtungen des senkrechten Druckes 
mit den Hauptaxen zusammenfallen, so gieht es im Allgemeinen nur 
drei Ebenen, gegen welche der Druck in senkrechter Richtung ausgeübt 
wird, mit Ausnahme der Fälle, in denen das dreiaxige Ellipsoid in ein 
Rotationsellipsoid oder in eine Kugel übergeht. In diesen Fällen 
giebt es unendlich viele Ebenen, gegen welche der Druck in der 
Richtung ihrer Normale wirkt. 

§ 19. Gleichungen der Druckellipsoide. 

Dieses Resultat erleichtert wesentlich die Bestimmung der Haupt- 
druckaxen. Die Cosinus a, b, c der Winkel, welche sie mit den 
Goordinatenaxen bilden, sind bestimmt durch die Relationen (2) und (3) 
des vorigen §, welche nach Einführung der ursprünglichen Bezeich- 
nung nachstehende Form erhalten 

X^a + X^h + X^c Y^a + Y^b + Y^c _ Z^a + Z^b + Z^c 

a ^ b — ~ 'c ^^'^ 

a^ + h^ + (^ = l. (2.) 

Die in Gleichung (1) vorkommenden Grossen bestimmen aber auch 
die Werthe der Maxima und Minima des Druckes, welche den Haupt- 
druckaxen angehören. Dieselben sind die Wejthe von P,, welche 
folgenden drei Gleichungen genügen (Glchg. (2) § 18) 

« (X, — P,) a + Xyb + X.c 

= r,a + {Yy - P,) 6 + Y.c (3.) 

O^Z^a + Zyb + (Z,— P,) c. 

Durch Elimination von a, b, c erhalten wir hieraus zur Bestimmung 
der Hauptdrucke die Gleichung 

(X. - P.) (r, - P.) (Z. - P.) - Y.' (X, - P.) - Z,* ( Y, - P.) 

- z/ (z. - p.) + 2 x,r.z, = 0. ^^•-' 
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Nehmen wir wieder die Hauptaxen zu Coordinatenaxen , so er- 
geben sich nach den Relationen (6) § 17 die Wurzeln dieser Gleichung 

P, = X, Ps = Y,, P. = Z,. (5.) 

Dies sind die Halbaxen des ersten Druckellipsoids oder all- 
gemeiner, wenn wir den Factor A^) nicht = l angenommen hätten, 
denselben proportionale Grössen. Die Gleichung des Ellipsoids be- 
zogen auf seine Hauptaxen ist demnach 

X y % 

Aus Gleichung (6) § 16 erhalten wir dagegen, wenn wir die Werthe 
der M, N, TT aus den Gleichungen (5) § 17 einsetzen, die Gleichung 
des zweiten DruckeUipsoids, bezogen auf die Hauptaxen, 

X y * 

Damit ist die in § 16 ausgesprochene Behauptung gerechtfertigt, dass 
die Halbaxen des zweiten Druckellipsoids die Quadrat- 
wurzeln aus denen des ersten sind. 

§ 20. Bestimmung der Druckebene zu einem gegebenen Drucke. 

Sind die drei Hauptdruckkräfte gegeben, so können wir durch Con- 
struction des ersten Druckellipsoides die Grösse des Druckes für jede 
beliebige Richtung finden. Es fragt sich aber, zu welcher Druckebene 
der durch irgend einen Radius dargestellte Druck gehört. 

Wir bezeichnen die laufenden Coordinaten dieser durch xyg ge- 
legten Ebene mit £', 17', ^; dann ist die Gleichung derselben 

ar+ftv+cr=o/ (1.) 

wo o, 6, c, wie bisher, die Cosinus der Winkel bezeichnen, welche 
die Normale der Ebene mit den Coordinatenaxen bildet. Nehmen wir 
nun die Hauptdruckaxen zu Coordinatenaxen, so ist nach Gleichung 
(2) und (5) § 17 ^ 

n = Y,h 6 = -^ (2.) 

y 

WO I, 71, 5, wie bisher, die Coordinaten des Endpunktes desjenigen 
1) Vergl. § 15. 


§ 20. La^ der Drockebene. 
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RadinsTector des Druckellipsoids bezeichnen, welcher den Druck gegen 
die gesuchte Ebene darstellt. 

Die Einführung der Werthe von a, b, c in 61. (1) giebt 

ff 


vn 




+ 


= 0. 


(3.) 


Dies ist die Gleichung einer Ebene, welche durch den Punkt xyjs 
parallel einer andern gelegt ist, welche das zweite Druckellipsoid an 
dem Punkte tangirt, an welchem dieses Tom Radius |i}S des ersten 
geschnitten wird. 

Um also die Druckebene zu irgend einem durch einen 
beliebigen Radius des ersten Druckellipsoids in Richtung 
und Grosse dargestellten Drucke .zu finden, haben wir das 
zweite Druckellipsoid zu construiren, an der Stelle, wo 
dieses von dem Radius geschnitten 
wird, eine Tangentialebene an das- 
-selbe und zu dieser eine parallele 
Ebene durch den Punkt xye zu 
legen. Diese ist die gesuchte Druck- 
ebene. 

Ueber die Anwendung dieser Regel 
ist nichts weiter zu bemerken, wenn die 
Oberfläche, welche wir als zweites Druck- 
ellipsoid bezeichnet haben ^ wirklich ein 
Ellipsoidist; dieses ist der Fall, wenn die 

drei Hauptdruckkräfte Z«, Fy, Z, sämmt- 

lich positive oder sämmtlich negative 

Werthe besitzen. Wenn aber eine dieser 

drei Grössen das entgegengesetzte Vorzeichen wie die beiden andern 

hat, so kommen in der Gleichung (7.) § 19 beide Vorzeichen zur 

Anwendung; es bestimmen dann die beiden Gleichungen 



und 



+ 


+ 



+ 


+ 



= 1 


y 


je ein Hyperboloid, und zwar die eine Gleichung ein einschaliges, 
die andere ein zweischaliges; beide Hyperboloide besitzen einen ge- 
meinsamen Asymptotenkegel. 


Neamann, ElMlicität. 
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In diesem Falle haben wir^ um die Regel für jede beliebige 
Bichtung des Druckes anwenden zu können , beide Hyperboloide zu 
construiren. Die gesuchte Druckebene ist immer der Tangen- 



tialebene derjenigen der beiden Oberflächen parallel, welche 
Ton dem gegebenen Badius des ersten Druckellipsoids ge- 
troffen wird. 

Diejenigen Badien, welche in den Asymptotenkegel fallen, haben 
zu Druckebenen solche Ebenen, in denen sie selbst liegen. Es giebt 
also, wenn eine Druckcomponente das entgegengesetzte 
Zeichen der andern beiden hat, immer ein System von 
Ebenen, die Tangentialebenen dieses Asymptotenkegels, 
welche nur in ihrer eigenen Bichtung durch den Druck ge> 
zogen werden. Die auf diese Ebenen wirkende Druckcom- 
ponente liegt ganz in der Ebene selbst. Dies ist, wenn alle 
drei Componenten dasselbe Zeichen haben, nie möglich. 

§ 21. Bestimmung der Druckebene, wenn eine der Haupt- 
druckkräfte = ist. 

Ist von den drei Druckcomponenten X«, Yy, Z, eine «= 0, ver- 
schwindet also die eine Axe deB ersten Ellipsoids, so verwandelt 
sich dasselbe in eine elliptische Scheibe. Alle Drücke sind parallel 
dieser Scheibe. Sie werden indess nicht, wie es auf den ersten Blick 
scheinen möchte, durch die Badien dieser Ellipse dargestellt Man 
würde ihren richtigen Werth erhalten durch eine zweckmassige Dis- 
cussion der Scheibe als der Grenze eines dreiaxigen Ellipsoids. Viel 
einfacher gelangt man direct zum Ziele. 
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Es sei z. B. 

^, = 0, 

dann ist nach den Gleichungen (2.) § 20 

y 
Durch Quadriren und Addiren folgt hieraus 


■-(ij+(t)" '■'^ 


Die Drücke werden also dargestellt durch die Badien eines 
Systems von ähnlichen concentrischen Ellipsen^ deren Axen 
sich proportional dem Sinus des Winkels änderUi welchen 
die Normale der Druckebene mit der Z-Axe bildet^ d. h. der 
Axe^ in deren Richtung der Druck "» ist. 

Auch das zweite , die Druckebenen bestimmende Ellipsoid ver- 
wandelt sich in eine Scheibe, deren Discussion wiederum weitläufiger 
sein würde, als die directe Behandlung der Druckebene. Die Gleichung 
der letzteren ist 

l'a + ij'J + rc = (3.) 

und durch Einsetzen der Werthe aus den Gleichungen (1.) 

-^ + f^ + re=o. (4.)- 

Die Normale der Druckebene bildet also mit der Z-Axe einen Winkel, 
durch dessen Sinus der zugehörige Druck (Gl. 2) bestimmt wird. 
Femer zeigt Gl. 4, dass die Druckebene die xy-'Ehene in einer Linie 
schneidet, welche einer Tangente der durch die Gleichung 


6* , n' 


X. Y, ^ 

dargestellten Curve zweiten Grades parallel ist Die Halbaxen der- 
selben sind die Quadratwurzeln aus den Halbaxen der durch Glei- 
chung (2.) bestimmten Ellipse. Die beiden Curven dienen auf ganz 
analoge Weise, wie früher die Ellipsoide (§ 20), zur Bestimmung der 

Druckebene zu gegebenem Drucke. (Vergl. die Figuren zu § 20.) 

3* 
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§ 22. Bestimmung der Druckebene, wenn zwei Hauptdruckkräfte 

verschwinden. 

Sind, endlich zwei der Druckcomponenten «s 0^ 

Yy = 0, Z, = 0, 

so verwandeln sich beide Ellipsoide in gerade Linien von begrenzter 
Länge. Alle Drücke sind parallel derselben. Wir haben in diesem Falle 

ri = b = b' (1.) 

g = c = c. 

Es ist also der jetzt durch i "= Q dargestellte Druck pro- 
portional dem Cosinus a des Winkels^ welchen die Normale 
der Druckebene mit der X-Axe bildet, d. h. mit der Axe, in 
welcher allein der Druck stattfindet. 

Die Gleichung der zugehörigen Druckebene wird jetzt 

r« + ri'b + ^c = 
oder 

-^ + V6 + rc = o. (2.) 

Zu einem bestimmten Druck gehören also unendlich viele Druck- 
ebenen, deren Normalen alle mit. der X-Axe denselben Winkel bilden, 
durch dessen Cosinus a die Grosse des Druckes gemessen wird. Ist 
a ^ 0, die Ebene also parallel der X-Axe, so erföhrt sie keinen 
Druck. 


4. Das System der Dilatationen. 

§ 23. Dilatationsoberfläche. 

Alle unsere bisherigen Betrachtungen enthalten durch- 
aus keine Hypothese über die Natur der Molekularkräfte 
ausser der alleinigen Annahme ihrer Existenz. Ebenso all- 
gemein lässt sich eine der yorigen ganz ähnUche Untersuchung über 
das System der Dilatationen oder das System der Ver- 
rückungen durchführen, welche durch Druck, Zug, Biegung, Wärme 
oder irgend welche andere Ursache in der Nähe eines Punktes xyg 
hervorgerufen sind. ^ 

Die Coordinaten des von xyz nach irgend einer Seite gerückten 
Massentheilchens seien nach der Verrückung 

rc + w y + v 0-|-t(7, 

also u, Vy w die Ortsverrückungen dieses Theilchens. Diese können 
wir immer ansehen als stetige Functionen der Coordinaten 
Xy ffy 0, und zwar auch dann noch, wenn das Medium selbst nicht 
stetig ist, sondern aus einem System discreter Theilchen besteht. 

Denken wir uns z. B. eine Reihe, ein lineares System discreter 
Theilchen aus seiner Lage gerückt, und zwar so, dass sämmtliche 
Theilchen eine nur geringe Verrückung erlitten haben, so können 
wir auch nach der Verrückung noch eine stetige Curve durch sämmt- 
liche Theilchen legen. Die Ordinaten bestimmter Punkte dieser Gurre 
sind die Verrückungen der Theilchen; und, wenn die ersteren stetig 
Teränderliche Grossen sind, so können wir auch die letzteren als 
stetige Functionen ansehen. Lagen die Theilchen vor der Verrückung 
nicht auf einer geraden Linie, sondern auf einer Curve im Baume, 
so bilden die Unterschiede der Coordinaten entsprechender Punkte 
der beiden Curven, welche die Lage nach und vor der Verrückung 
angeben, die Ortsveränderungen der aii diesen Punkten liegenden 
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Theilchen. Da die Gurven stetig sind^ so sind es auch die Unter- 
schiede ihrer Ordinalen. Liegen die Theilchen auf einer Oberfläche, 
so können wir auch nach der Yerrückung eine solche durch dieselbe 
legen und ganz dieselbe Betrachtung anwenden. Sind sie endlich im 
Räume vertheilt, so gilt dasselbe für jede einzelne Schicht. 

Ein in der Nähe von xyg gelegenes Theilchen habe vor der 
Verrückung die Coordinaten 

nach derselben 

a; -f- a + u', y + & + v, z -^ c-^- w\ 

Da die Ortsverrückungen, wie eben bewiesen, als stetige Functionen 
der Coordinaten anzusehen sind, so erhalten wir die des zweiten 
Theilchens w', v, w aus denen des ersten^ wenn wir darin a?, y, e 
mit a; + a, y + 6, iß^ + c vertauschen; also ist 

' A du , du •, . du , 

„ _t;=At;=-^a+-^6 + -^c + ... (1.) 

, A dw t dto T^ . dw t 

Wir können die Entwicklung mit diesen Gliedern abbrechen, da 
a, b, c sehr kleine Grössen sein sollen. 

Die ursprüngliche Entfernung des zweiten Theilchens von dem 
ersten in xyz 

p« = a> + &« + c» 
geht über in 

(q + Ap)2 = (a + Att)« + (6 + Av)* + (c + A«;)^ (2.) 

Alle diejenigen Theilchen, welche vor der Verrückung auf einer mit 
dem Radius q um xyz beschriebenen Kugeloberfläche 

p« = a« + 6« + c« = const (3.) 

la^en, befinden sich nach Eintritt der Verrückung auf einer andern 
Oberfläche, deren Radiusvector, von demselben Theilchen aus ge- 
rechnet, (> -{- Ap ist. Die rechtwinkligen Coordinaten dieser Ober- 
fläche, also die Projectionen von q -f- Aq, sind 
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du 


dz 


c 


^^-w + w^-^v + tt)'- 

Durch Combination dieser Gleichungen mit Gleichung (3.) und 
Elimination von a, h, c erhalten wir die Gleichung der Oberfläche^ 
auf welcher die ursprünglich auf der Kugeloberfläche liegenden Theil- 
chen sich nach der Yerrückung befinden^ bezogen auf den Ort des- 
selben Theilchens als Mittelpunkt. Wir nennen diese Oberfläche die 
Dilatationsober fläche. 

Es ist auch ohne Rechnung leicht zu übersehen^ dass dieser Ort 
der Theilchen nach der Yerrückung durch ein dreiaxiges Ellipsoid 
dargestellt wird. 

§ 24. Aussonderung einer gemeinschaftlichen Drehung. 

Ehe wir die Rechnung anstellen^ erinnern wir uns, dass durch 
die Gonstruction der Dilatationsoberfläche nicht der Zweck erreicht 
werden soll, die absolute Ortsveränderung zu bestimmen, welche die 
Theilchen durch die Yerrückung erlitten haben; sondern wir suchen 
nur die Yeränderung, welche alle diejenigen Theilchen, die vor der 
Yerrückung auf einer um den Punkt xyß construirten Kugel lagen, 
in ihrer relativen Lage gegen einander und gegen den Mittelpunkt 
der Kugel erfahren haben. Wir haben daher die Yerschiebung des 
Mittelpunktes um die Grossen u, t;, w bereits in Abzug gebracht. Es 
kann aber noch eine andere Ortsveränderung eingetreten sein, ohne 
dass die relative Lage sich geändert hätte; es kann sich nämlich 
das ganze kugelförmige System um einen Durchmesser als gemein- 
schaftliche Axe gedreht haben. Eine solche gemeinsame Drehung 
bleibt ohne Einfluss auf die Gestalt der Dilatationsoberfläche. Aus 
den für 1], i}|, £i gefundenen Ausdrücken können wir deshalb noch 
diejenigen Theile der Yerschiebung aussondern, welche von einer 
gleichmässigen Drehung des ganzen Systems herrühren. Wir be- 
trachten zu dem Ende eine reine Drehung. 

Wir nehmen an, die relativen Yerrückungen seien sehr kleine 
Grössen, so klein, dass A(> noch klein ist gegen das an sich schon 
kleine jp; daraus folgt, dass auch die Projectionen (» -f- A^, also 
o + All, 6 + Aü, c + Au7 nur sehr wenig von a, 6, c, den Pro- 
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jectionen von (>, verschieden sind, dass mithin auch — ^ . von — 

u. s. w. sich sehr wenig unterscheidet. Hieraus endlich ergiebt sich, 

dass die Differentialquotienten -^ u. s. w. sehr kleine Grössen sein 

müssen, und dies kommt darauf hinaus, dass die Dilatationen sehr 
klein sind gegen die ursprünglichen Abstände der Theilchen. Dem- 
gemäss setzen wir auch den Winkel, um welchen die Drehung statt- 
findet, als sehr klein voraus. 

Die durch den Punkt xyz gehende Drehungsaxe D bilde mit 
den Coordinatenaxen die Winkel A, B, C. Denken wir uns nun mit 
dem Systeme auch die von xye aus aufgetragenen Goordinaten des 
Punktes abc gedreht, so ist die Bestimmung der neuen Goordinaten 
Ss9 Vi} t$ dieses Punktes eine einfache Frage der Veränderung des 
Goordinatensystems. Wir erhalten unter der Voraussetzung, dass der 
Drehungswiukel € so klein sei, dass wir nur die erste Potenz des- 
selben zu berücksichtigen haben, und also auch s statt sin s schreiben 
können, die neuen Goordinaten ausgedrückt durch die alten nach den 
Formeln 

Ig «= a — &a cos C -j- es cos B 

% ^ as cos 0+6 — CB cos A (1.) 

ti =--aficosJB-j- bs cos -4 + c. 

Diese Ausdrücke zeigen, dass wir für die Drehung um eine beliebige 
Axe D immer drei Drehungen 

a ^ s cos Ay /J = « cos JB, y = « cos C 

um drei den Goordinaten parallele Axen substituiren können, wie wir 
für eine Kraft ihre Componenten setzen dürfen. Dadurch werden die 
Gleichungen (1.) 

Sä = a —by + cß 

fl^jj = ay + 6 — Ca (2.) 

gj = — a/3 + &a + c . 

Die durch eine reine Drehung hervorgebrachten Li^enveränderungen 
sind also characterisirt durch Formeln von der Gestalt: 

I3 = _ Jy + c/J 

% = oy — ca (3.) 

^ = — aß + ba. 

Dies benutzen wir, um die früher gefundenen allgemeinen Aus- 
drücke für die Verrückungen S^, rj^, ti von den Theilen zu befreien, 
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welche von einer gemeinschaftlicben Drehung des Systems herrühren. 
Zu dem Ende bringen wir die Gleichungen (4.) § 23 in die Form 

«.-(»+w)»+G(li-+lr)-*(w-l7))' 

, /j ( du f dv)\ j^ . ( du ^•»^^ 

'.-Gfe + lf)+*(l^-lr))"+('+l7)» 

*■ - (* (Ir + If) - i (w - If )) » + G (I7 + Ir) 

welche sofort erkennen lässt, dass die Functionen in zwei Theile 

Si-S + fe, i?, = iJ + %, & = e+g3 (4.) 

zerfallen^ von denen der zweite 

die Gestalt der Formeln (3.) besitzt. Um beide Systeme von Glei- 
chungen zur vollständigen Uebereinstimmung zu bringen^ müssen wir 
die Drehungswinkel 

^ = i(l7-lj) (6-) 

^ *Va« dy) 

setzen. Wir können also |s, i},, ^ als diejenigen Theile der relativen 
Yerrückangen ansehen, welche eine gleichmässige Drehung des ganzen 
kugelförmigen Systems um den Mittelpunkt bedeuten; und es sind dem- 
nach die nach Abzug derselben von |j, ijj, g, übrig bleibenden Theile 
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als die von dem Einflüsse einer gemeinsamen Drehung be- 
freiten relativen Verrückungen zu bezeichnen. 

§ 25. DilatatioQsellipsoide. 

Die Grössen g, ri, g in den vorstehenden Gleichungen sind die 
Coordinaten der Dilatationsoberfläche, bezogen auf das neue Coordi- 
natensystem; dessen Lage gegen das frühere durch die geschehene 
gemeinsame Drehung bestimmt ist. Die neuen Formeln sind in genau 
derselben Weise gebildet, wie die Gleichungen (2.) § 15, welche die 
Coordinaten des ersten Druckellipsoids angeben. Die weitere Behand- 
lung kann daher nach demselben Verfahren durchgeführt werden. 

Durch Einführung entsprechender Abkürzungen erhalten wir 

I = Ma -}- pb -^ nc 

^ c= pa -^^ Nb -{- mc (1.) 

f = na + w6 + Pc . 

Trotz der geänderten Bedeutung der Gonstanten können wir alle 
Schlüsse, welche wir aus den früheren Gleichungen gezogen haben, 
unmittelbar auf die neuen übertragen. Wir erhalten, wenn wir die 
Gleichungen nach a, b, c auflosen, Formeln von der Gestalt 

a = M| + Wij + ^'S 

6 = mg + Ni? + fig (2.) 

c=^ vi + (iiy + TTg, 

aus welchen unmittelbar folgt, dass die Function. 
(Mg + Tsn + viy + (Targ + Ni? + (ig)* + {yl + f*^ + Hg)* = q" 

einen constanten, von g, 17, g unabhängigen Werth besitzt 

Die Dilatationsoberfläche ist also ein dreiaxiges Ellip- 
soid; und es giebt, wie auch das System von Verrückungen 
beschaffen sei, im Allgemeinen immer drei auf einander 
rechtwinklige Richtungen, in welchen die Verrückungen 
Maxima und Minima sind. Diese Richtungen nennen wir die 
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Hauptdilatationsaxen. Die Lage derselben hängt von einer cubi- 
sehen Gleichung ab, für welche wir (61. 5'. § 16) fanden 

1 ^- j— (3.) 

Die Richtungen dieser Hauptaxen fallen zusammen mit der Lage der 
Axen eines andern EUipsoids, des zweiten Dilatationsellipsoids, 

M6« + Nr + ng* + 2 TffU + 2vU + 2 iirit = Q^ (4.) 

welches dem zweiten Drnckellipsoid annalog ist. 

Aus letzterer Formel geht hervor, dass, wenn wir die Goordinaten- 
axen mit den Hauptdilatationsaxen zusammenfallen lassen, die Grössen 

zum Verschwinden gebracht werden, und dass femer (5.) 

m = n =1) = 

wird. Demnach ist, bezogen auf die Hauptaxen, die Gleichung des 
ersten Dilatationsellipsoids 

(i)"+a)"+(4)'-«' 

oder nach Einführung der Werthe der Constanten 

V^+/rrä^^""*'' (6-) 


m* t 


+ 



dy 

Aehnlich ist die Gleichung des zweiten Dilatationsellipsoides 
nach GL (4.) 

a«_+ i^+ ai. *• (7.) 

^ dx ^ dy ^ dz 

Diese zweite Oberfläche, welche uns bei der Bestimmung der Lage 
eines Theilchens nach der Verrückung wesentliche Dienste leisten 
wird, ist ebenfalls stets ein EUipsoid; es kann niemals ein Hyper- 
boloid werden, weil die Dilatationen -ö— , -ö— , -5— sßhr kleine Grossen. 

also stets kleiner als 1 sind. Das Yerhältniss der Axen beider EUipsoide 
zu einander entspricht dem bei den Druckellipsoiden gefundenen. 

§ 26. Eigenschaften der Hauptdilatationsaxen. 

Noch ein anderes sehr merkwürdiges Resultat geht aus den 
Gleichungen (7.) § 24 hervor. Bezogen auf die Hauptdilatationsaxen 
werden dieselben 


44 4. System der Dilatationen. 

t-i^ + w)'- 

Lag nun der Punkt, welcher nach der Verrückung diese Coordinaten 
^f riy i hat, vor derselben in einer der Richtungen, welche durch die 
Verrückung zu Hauptdilatationsaxen werden, waren also seine Coor- 
dinaten z. B. 

a 0, 

so sind dieselben nach der Verrückung 

Das Theilchen ist also in der Hauptaxe geblieben. Demnach bleiben 
alle in der Richtung einer Hauptaxe auf einer Geraden liegenden 
Theilchen auch nach der Verrückung auf dieser Geraden; sie ändern 
nur ihre Abstände. Auch die auf einer beliebigen andern von xye 
aus gezogenen Geraden liegenden Punkte bleiben gleichfalls auf einer 
geraden Linie, da i,ri,i linear von a, b, c abhängen; aber die Gerade^ 
auf welcher sie liegen, ändert ausser ihrer Länge noch ihre Richtung, 
während die Axen sich nur yerlängem oder verkürzen, ohne die Rich- 
tung zu ändern. Mit andern Worten, wie auch das System von 
Verrückungen beschaffen sein mag, man kann durch jeden 
Punkt immer drei auf einander senkrechte Linien legen, 
auf welchen auch nach eingetretener Verrückung sich die- 
selben Massentheile befinden, welche vor derselben auf 
diesen Geraden lagen. 

Es fragt sich, ob es nur drei solcher Richtungen giebt. Um diese 
Frage zu entscheiden, bestimmen wir, ohne uns auf die Hauptaxen 
zu beziehen, alle Richtungen, welche die erwähnte Eigenschaft haben. 
Für diese Richtungen gelten die Relationen 

- = T- = - (2.) 

a h c ^ ' 

und durch Einsetzen der Werthe aus den Gleichungen (1.) § 25 

Ma -f-pft + WC pa'\'Nh-\'mc na - {- mh - {- Pc ^o \ 

Diese Gleichungen sind aber keine anderen, als die, durch welche 
die Richtungen der drei Axen eines Ellipsoides bestimmt werden, 
dessen Gleichung ist 
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1fr + Nri^ + Pg« + 2pU + 2mi?e + 2ng6 = p^ (4.) 

Daraus geht hervor, dass es nur drei solcher Richtungen giebt; und 
da die Axen des Dilatationsellipsoides die geforderte Eigenschaft be- 
sitzen, so folgt, dass diese die einzigen Richtungen dieser Eigenschaft 
sind, mit alleiniger Ausnahme der Fälle, in denen nicht alle drei Axen 
verschieden sind und somit das dreiaxige Ellipsoid in ein zweiaxiges 
oder in eine Kugel übergeht 

§ 27. Bestimmung der Hauptdilatationen. 

Die eben gefundenen Relationen können wir benutzen, die Lage 
der Axen des Dilatationsellipsoides auf einfachere Weise aufzufinden, 
als durch die frühere Untersuchung § 25. 

Für den Radiusvector des Dilatationsellipsoids haben wir nach 
der in § 23 eingeführten Bezeichnung 

(p + Ap)« = r + i2* + g* 
oder nach Gl. (1.) § 25 

Liegt nun dieser Radius in einer der Hauptaxen, so gelten die Rela* 
tionen Gl. (3.) § 26; wir erhalten mittelst derselben 

woraus nach Division durch p* =» a* + 6* + c* 

- , A^ Ma -{- ph -{- nc 

^ a 

sich ergiebt-, also ist nach Gleichung (3.) § 26 

Ag (Jf — l)a+j)b + nc pa+ (^-~l)6 + wc no + w6 + (P— l)c 

^ a h c 

oder, wenn wir für die in § 25 eingeführten Abkürzungen ihre ur- 
sprünglichen Bedeutungen wieder einsetzen, 

Ag du j^ h \ du j^ dv \ j^ c | du ^_ dw \ 

" "i ^ dx "T" 2 iä7 "T" "a^J ^^2 [dz '^ dx] 

^ ff 2\dx^dz]^2\dy^dzl^^dB 

Durch Elimination von a, b, c erhalten wir hieraus zur Bestimmung 
der Hauptdilatationen die für — ^ cubische Gleichung 
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\8a; Q J \dy q)\dz gj ^\dz^dyj\dx g) 

£ /^.^ r üi?.V /^.^ Ag\ £ / gu , gt? y ( dw ^g\ ,q v 

4.\dz '^ dxj \dy g ) 4 Vay "^ ^x/ \dz g ) ^^'^ 

' ^\dy * dx J \dz ' dy / \dx * ^^r / ' 

welche der Gl. (4.) § 19 analog ist Die drei Wurzeln dieser Gleichung 
sind die drei den Hauptaxen angehörenden Werthe der Dilatation — - • 

Wir werden indess vorzugsweise von den Gleichungen (2.) Gehrauch 
machen. 

§ 28. Bestimmung der Lage eines einzelnen Theilchens vor der 
Verrückung aus seiner Lage nach derselben, und umgekehrt. 

Nachdem wir die Oberflache bestimmt, auf welcher sich nach 
der Yerrückung sämmtliche Theilchen befinden, die vor derselben 
auf einer Eugelfläche lagen, haben wir noch zu untersuchen, welchen 
Ort auf dem Ellipsoid ein bestimmtes Theilchen, dessen Lage auf 
der Kugel gegeben ist, nach der Yerrückung einnimmt, und um- 
gekehrt, welcher Ort auf der Kugel einer bestimmten Stelle des 
EUipsoids entspricht. Wir bedienen uns zu diesem Zwecke eines 
Verfahrens, welches dem in § 20 angewandten ganz analog isi 

Es sei der Punkt Q der Dilatationsoberfläche gegeben, in welchem 
sich nach der Verrückung ein bestimmtes Theilchen befindet, das 
vorher auf der Kugel in dem gesuchten Punkte (j[ lag. Bezogen auf 
die Hauptdilatationsaxen sind die Coordinaten von Q 

rt^hN=h{\ + ^) (1.) 

WO, wie bisher, a, &, c die Coordinaten des Punktes Q[ bezogen auf 
(cyz bezeichnen. 

Die laufenden Coordinaten einer vom Mittelpunkte xyz der Kugel 
aus durch Q[ gelegten Geraden seien £', 17', ^, also 

mithin nach den Gleichungen (1.) 


§ 88. yer&ndemng der Lage. 
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1 

n 


1 + 


dy 


1 + 


du > 


^ 
Y 


^ 

i 


1 + 


1 + 


"87 . f 

3» ' r 


i 


1 + 


8t« 

8« 


1 + 


dw 


(2.) 


Diese Gleichungen sagen aus, dass der nach Qf gezogene Badius 
senkrecht steht gegen die an das zweite Dilatationsellipsoid gelegte 
Tangentialebene^ deren laufende Goordinaten i'\ r(\ ^' der Gleichung 


9' 


1 + 


dx 


+ 


vn 

1 + 


dv 


+ 


dy 


1 + 


8ip 


genOgen, wenn |, i;, ( den Punkt in der Oberfläche des EUipsoids 
bezeichnet. 

Dieses Resultat lässt sich sehr einfach construiren. An das zweite 
Dilatationsellipsoid legen wir durch den Punkt Ty in welchem es 
von dem nach Q gezogenen 

Radins geschnitten wird; eine V 

Tangentialebene. Die durch 
den Mittelpunkt xyz gehende 
Normale dieser Ebene schneidet 
die Kugel in dem gesuchten 
Punkte <jfy in welchem sich 
da% Theilchen vor der Ver- 
rückung befand. 

Umgekehrt erhält mau aus 
dem ursprünglichen Ort (jf des 
Theilchens seine Stelle Q nach 
der Yerrückungy wenn man 
senkrecht gegen den nach Q" gezogenen Radius der Kugel eine 
Tangentialebene an das zweite Druckellipsoid legt. Verbindet man 
dann den Berührungspunkt T mit dem Mittelpunkte^ so findet man 
den gesuchten Punkt Q da, wo die Verlängerung dieses Radiusvectors 
das erste Druckellipsoid tri£PL 

Durch die benutzten Formeln (2.) lassen sich leicht, indem man 
den Radius (> der Kugel verändert; folgende zwei Sätze beweisen: 

1) Alle Theilchen, welche ursprünglich auf einem Radius der 
Kugel; also überhaupt auf einer geraden Linie lagen, befinden sich 
auch nach der Verrückung stets auf einer geraden Linie. 

2) Alle TheilcheU; welche sich vorher in einer Ebene befanden; 
liegen auch nach der Verrückung stets in einer Ebene. Parallele 
Ebenen bleiben parallel. 
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Diese Sätze gelten , da die Variation der kleinen Grosse q nur 
in unendlich engen Grenzen gestattet ist, im Allgemeinen nur für 
das unendlich kleine System der dem Punkte xye unmittelbar be- 
nachbarten Theilchen. Bei gleichmässiger Dilatation gelten sie jedoch 
fQr den ganzen Körper. 

§ 29. Bäumliche Dilatation. 

Zum Schlüsse dieser Untersuchungen über die Yerrückungen 
berechnen wir eine für das Folgende wichtige Grosse, die räumliche 
Dilatation, welche das Volumen des elastischen Körpers durch Deh- 
nung, Biegung, Erwärmung oder andere Ursachen erfahrt 

Der Rauminhalt der um den Punkt xyg mit dem Radius q 
construirten Kugel 

erweitert sich durch die Yerrückungen zu demjenigen des ersten Dila- 
tationsellipsoides, dessen Formel die Gleichung (6.) § 25 auf die 
Hauptaxen bezogen angiebt; seine halben Axen sind also in diesem 
Coordinatensystem 

und sein Rauminhalt 

Das Volumen hat sich also in dem Verhältnisse von 


(' + If) (' + 1,-) (' + © = 


ausgedehnt. 

Derselbe Werth ergiebt sich aus der Betrachtung eines Parallel- 
epipeds, welches eine seiner Ecken im Punkte xy0 hat^ während die 
gegenüberliegende in einem Punkte x-^a, y-^-b, e-^c der Kugel 
liegt Die Kanten a, b, c ändern durch die Verrückung dieses Prismas 
im Allgemeinen sowohl Länge als Richtung. Nehmen wir aber die 
Hauptdilatationsaxen zu Coordinatenaxen, so bleibt nach § 26 die 
Richtung der Kanten ungeändert^ nur ihre Länge erhält einen andern 
Werth, nämlich 

('+#)«. i'+wh O+w)'- 


§ 29. Räumliche Dilatation. 49 

Das Volumen des Prismas, das vor der Yerrückung 

V=ahc 
war, wird nach derselben 

r+AF-.»o(l+|i)(l + .g-)(l + 4?)- (..) 

Wenn wir die Quadrate der Dilatationen yemacUässigen, er- 
halten wir 

F+AF=a6c(l + ||- + |^ + 4j). 

Also ist die Yergrosserung der Raumeinheit 

AF ^ du . dv . dw /o\ 

Dies ist die räumliche Dilatation, bezogen auf die Haupt- 
dilatationsaxen als Goordinatenaxen. 

Es ist wichtig sich zu überzeugen, dass die Form dieses Aus- 
drucke^ unabhängig vom Coordinatensystem ist, und dass er, welches 
auch die Lage und Richtung der Axen sei, immer die räumliche 
Dilatation darstellt 

Wir nehmen ein beliebiges Coordinatensystem an. Die den Axen 
parallelen Kanten des Prismas vor der Yerrückimg seien wieder a, &, c, 
das Volumen also 

V=ahc. 

Nach der Verrückung haben dieselben die Werthe a^ 2»^, c^, sind 
aber nicht mehr den Axen parallel; das Prisma ist jetzt im Allge- 
meinen schiefwinklig. Die Ecke desselben, welche vor der Verrückung 
die Coordinaten a, 0, hatte, liegt auf derjenigen Dilatationsober- 
fläche, welche aus einer mit dem Radius a um rz;;^^ beschriebenen 
Kugel entstanden ist. Wir finden also a^, wenn wir in dem Werthe 
von (p + Ap) Gl. (1.) § 27 6 = und c = setzen, durch die 
Formel 

oder 

«.-V(>+i7r+i(i7+Är+*(i^+w)" 

folglich unter Vernachlässigung der höheren Potenzen der kleinen 
Grossen -k— etc. 

o sc 

Neu mann, Elastieiiftt. 4 
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und entsprechend 


Der Inhalt des Prismas nach der Yerrückung ist also 

V+Ar==abc {l + ll- + -|1 + l^j Bm(aM-sinic„[aA]), (4.) 

wenn wir durch (04, 61) den Winkel bezeichnen, den die Kanten a^ 
und b^ mit einander einschliessen, und durch (q, [a^b^]) den Winkel, 
den die Kante Ci mit der Ebene a^b^ einschliessi 

Nun sind nach (4.) § 23 die relativen Coordinaten des Eckpunktes 

du\ dv dw 

-K — I a -ö — ö -ö — 

ex / ox ox 

Mithin sind bis auf Grossen zweiter Ordnung die Winkel, welche 
die Kanten mit den festen Coordinatenrichtungen bilden, durch die 
Formeln 


der Kante a^ 

a[l- 

n 9) ^1 

dy 

w }} ^1 



cos (ai,a?) = 1 

cos(ai,y)— ^^ 

r \ dw 
cos(a,,0)— g^ 

cos (61, a?) = gy 

cos (61, y) — 1 

cos(6„0)= g^ 

/ \ du 

coa(c,,y)= ^^ 

cos ((J^, ^) = 1 


(5.) 


bestimmt, aus welchen sich nach Anleitung der Formel 

cos (a^, 6i) = cos («1 , x) cos (61, a?) + cos (a^, y) cos (6^, y) 

+ cos (a,, z) cos (6| , ^) . 

die Cosinus der Kantenwinkel 

/^ 1. \ du , dv 
co8(a.,6,)--F7 + -^ 

cos (61, Ci) = -g7 + gj (6) 

cos (a„ c) = -g^ + -g^ 
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als kleine Grossen erster Ordnung ergeben. Hieraus geht hervor^ dass 
die in Formel (4.) vorkommenden Sinus sich nur um Grössen zweiter 
Ordnung von 1 unterscheiden, dass also auch för ein beliebiges 
Coordinatensystem 

AF j. du . dv t dw ,„ N 

ist, d. b. dass der Ausdruck für die räumliche Dilatation 
von der Lage des Coordinatensystems unabhängig ist 


5. Beziehungen zwischen den Druckkräften und den 

Verrückungen. 

§ 30. Belationen für unkrjstallinische Medien, bezogen auf die 

Hauptazen. 

Nach diesen Untersuchungen^ welche eine durchgreifende Analogie 
zwischen der Yertheilung der elastischen Druckkräfte und dem Gesetze 
der Verschiebungen hervortreten liessen, stellen wir die Frage, ob 
sich aus dieser Analogie nicht Nutzen ziehen lässt. Wir sind zu 
dieser Frage berechtigt, weil es auf der Hand liegt, dass in jedem 
Medium, sei es krystallinisch oder unkrystallinisch, Druckkräfte und 
Verrückungen immer zugleich entstehen und vergehen. Von diesen 
beiden in ursächlichem Zusammenhange mit einander stehenden 
Klassen von Grossen muss sich also die eine durch die andere mathe- 
matisch so ausdrücken lassen, dass die Function, welche die Ab- 
hängigkeit der einen von der andern bestimmt, zugleich mit ihrem 
Argumente verschwindet 

Haben wir es mit einem Medium zu thun, welches nach allen 
Richtungen gleich elastisch, also unkrystallinisch ist, so können wir 
die Analogie zwischen Druck und Verrückung noch um einen wich- 
tigen Schritt weiter führen. Es kann in diesem Falle kein Zweifel 
obwalten, dass die Richtungen der grössten Druckkräfte zusammen- 
fallen müssen -mit den Richtungen der stärksten Dilatationen, dass 
also die Hauptaxen der Druck- und Dilatationsellipsoide dieselbe 
Lage haben. Bei krystallinischen Medien ist dies nicht mehr richtig, 
weil die Lage des Druckellipsoids noch von der der Krystallaxen 
abhängig ist. Wir beschränken daher die Betrachtung auf den Fall 
eines unkrystallinischen Mediums. 

Aus unserer Annahme, dass die Dilatationen kleine Grossen 
seien, folgt, dass die Druckkräfte, welche wir als Functionen jener 
anzusehen haben, in der Gestalt einer Entwicklung nach Potenzen 
der Dilatationen dargestellt werden können. Da ferner nach unserer 
Annahme die Dilatationen so kleine Grössen sind, dass wir nur ihre 
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erste Potenz zu berücksichtigen brauchen ^ so müssen die Haupt- 
diiickkräfte lineare Functionen der Dilatationen sein; und zwar werden 
sie^ da sie mit jenen zugleich verschyrinden, ohne Hinzufüguug eines 
Constanten Gliedes ihnen einfach proportional zu setzen sein. Nun 
hängt das ganze System der Dilatationen von den Hauptdilatationen 
ab und ist durch diese drei Grossen vollständig bestimmt; ebenso ist 
das ganze System der Druckkräfte durch die drei Hauptdruckkräfte 
allein völlig bestimmt. Wir geben also dem ausgesprochenen Ge- 
danken in Formeln vollständig Ausdruck, wenn wir die Hauptdruck- 
kräfte den Hauptverschiebungen proportional setzen. Wir erhalten 
daher, wenn wir nach der in § 17 eingeführten Bezeichnung die auf 
die Hauptaxen bezüglichen Grössen durch einen horizontalen Strich 
auszeichnen, für unkrystallinische Medien die Relationen 

-Y.^A'^ + JB'^+C^ (1.) 

in denen die Coefficienten A, B^ C constante Grössen sind. Den 
Formeln sind die negativen Vorzeichen vorgesetzt, damit wir diese 
Coefficienten als positive Grössen bezeichnen können. Die Richtig- 
keit dieser Bemerkung ist wenigstens für einige Glieder von vorn- 

herein leicht ersichtlich. Ist z. B. -^ — eine positive Grösse, so be- 

deutet das, dass in der Richtung der positiven a;-Coordinate eine 
Dehnung eingetreten ist. Eine solche Dehnung verursacht einen in 
der negativen Richtung wirkenden Zug; die Eraftcomponente Xg, 
deren genauere Definition wir in § 6 gegeben haben, besitzt also in 
diesem Falle einen negativen Werth. 

Es kann sich aber Xg, nicht ändern, wenn wir diejenige Dilata- 
tion, welche in der y-Axe stattfand, statt dessen in der ;g;-Richtung 
eintreten lassen, und umgekehrt, weil im Medium kein Grund für 
einen Unterschied beider Richtungen vorhanden ist. Wir haben also 


folglich ist 
und ebenso 


B = C 

Ä =C' 
JT' = A". 
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Vertauschen wir femer z. B. die Yerrücknngen in der x-kxe mit den 

in der j^Axe geschehenen, so muss ans demselben Grunde jetzt Xg 

den Werth erhalten, den vorher Yy hatte, und umgekehrt. Daraus 
folgt, dass die 9 Gonstanten der Gleichungen (1.) sich auf 2 in der 
Weise reduciren lassen, dass 

-Y,^B^ + A^+B^ (2.) 

-z.^b^ + b^-\-a'^' 

ox * dy * dz 

Durch Einführung der räumlichen Dilatation A werden diese 
Gleichungen 

-Y, = {,A-B)^ + BL (3.) 

-Z. = {Ä-B)^ + B£,, 
wobei es nach § 29 nicht nothig ist, in der Grosse 

^~ dx'^ dy '^Tz 
die unterscheidenden Horizontalstriche hinzuzufügen. 

Damit haben wir bewiesen, dass in einem unkrystaUinischen 
Medium die Druckkräfte als Functionen der Veränderungen von 
höchstens zwei Gonstanten abhängen. Nach Theorien, welche wir im 
folgenden Abschnitt mittheilen werden, stehen auch diese zwei Gon- 
stanten unter einander in einer einfachen Beziehung. Ohne die Hy- 
pothesen, welche jenen Theorien zu Grunde liegen, anzunehmen, 
können wir die Frage, ob die zwei Gonstanten unserer Theorie sich 
auf eine einzige zurückführen lassen, nur durch Vergleichung mit 
Beobachtungen entscheiden. 

« 

§ 31. Dieselben Relationen für ein beliebiges Coordinatensjstem. 

Die Gleichungen des vorigen § beziehen sich auf das bestimmte 
Goordinatensystem, dessen Axen die Hauptaxen der Ellipsoide sind. 
Es ist für die Anwendung nothwendig, die Ausdrücke für die Mole- 
kularkräfte auf ein beliebiges Goordinatensystem zu beziehen. Diese 
Verallgemeinerung kann die Zahl der Gonstanten A und B nicht ver- 
mehren. 
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Die Umgestaltung geschieht mittelst des Theorems C § 9, 
welches in dem . Falle , dass durch Wahl der Hauptdruckaxen zu 
C!oordinateDaxen die Componenten 

JLy ^= JLg ==» JUx = 

gemacht Verden^ die einfachere Form 

X« = X;, cos ($, x) 

r;=ryco8(s,y) OO 

Z, = Z, cos (s, z) 

annimmt. Aus diesen nach den Hauptaxen x^ y, b gerichteten Com- 
ponenten des auf eine Fläche, deren Normale s ist, ausgeübten 
Druckes erhalten wir die in der Richtung der Normale wirkenden 
Druckcomponenten durch die Formel 

S, == X, cos {s, x) + r, cos (s, y) -{- Z, cos (s, 0) 

= Xg cos* {s, x) + Yy cos* (8, y) + Zt cos* (5, z). 

Ebenso ist eine Gomponente dieses Druckes, deren Richtung mit 
irgend einer in der Druckfläche gelegenen, also senkrecht gegen s 
gerichteten Linie r zusammenfällt^ zu berechnen nach der Formel 

U, = X, cos (r, 00) + r, cos (r, y) + Z, cos (r, z) (3.) 

= X:r cos(r,a?) cos (s,a?) + Zy cos (r,y)cos (5,y)+Z,co8 {r^z) cos(s,z). 

Diese Formeln benutzen wir zur Bildung der Componenten im neuen 
Coordinatensystem x, y^ z, indem wir die beliebigen Richtungen s 
und r der Reihe nach mit x, y, z zusammenfallen lassen. 

Wenn die neuen Coordinaten mit den nach den Hauptaxen ge« 
richteten durch die Gleichungen 

X = Tt^^x + x^^y + Xi8^ 

y = XiiX + x^y + x^z (4.) 

zusammenhängen, so werden die auf das neue System bezogenen 
Componenten 

JLx = Xjj JLx "7" X|2 Xy -p X|3 4^g 

J^y = X^i ^x "F 'Cgg -'^y "T" ^8 -^^ 

^-s =^ ^1 '*^x "T" *32 •'•y I ^M ^«J 
JLy == Xx *= ^1*21 Aap -p ^12^ J^y + ^18^3 '^* 
i:, s= i&y = ^1^31 -^jß "T ^21^82 -^y I ^3^^^« 
Ab ■= -A« = X3|Xu Aa; -p ^82^12 •'^y l" ^^13^«> 
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und durch Einsetzen der Werthe aus den Gleichungen (3.) § 30 

— r, = — Zy = (il —-B) jxgiX,! -g^ + X^jXjj -^ + «85X53 -^ 
Ar = X, «= (^ — £) |Xg|X|i -g^ + ^2*12 "^ "T ^*1S ~^\ • 

In diesen Ausdrücken sind nun noch die Differentialquotienten 
auf das neue Coordinatensystem umzuformen. Ebenso wie für die 
Coordinaten die Gleichungen (4.) gelten, so bestehen für die Ver- 
rückungen die Formeln 

t; = XgiM + xj,tr+ XjsW (4*) 

Bilden wir hiernach die Differentialquotienten für das neue Coordi- 
natensystem, so finden wir Ausdrücke von ähnlicher Form, wie die 
in den Gleichungen (6.) vorkommenden; und unter Rücksicht darauf, 
dass nach den Formeln (5.) § 25 für das Hauptaxensystem die 


Grössen 


r> dw , dv ^w i_ ^^ _ ^^ I du 


dy ^^ 8z dz * dx dx * dy 
verschwinden, erhalten wir schliesslich die für ein beliebiges Coordi- 
natensystem gültigen Formeln für die Druckcomponenten 

-X. = (^-B)-|J + BA 


-Z.^{A-B)^ + B£,, 


(7.) 
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Hierin ist, wie früher, 

A ^^ _L ^^ I ^tg 

Es ist also die analytische Form der normal gegen die Druckfläche 
wirkenden Drackcomponenten genau dieselbe wie die der Haupt- 
druckcomponenten in den Gleichungen (3.) § 30. 

§ 32. Oleichungen des Gleichgewichts und der Bewegung eines 

unkrjstallinischen Mediums. 

Setzen wir diese Werthe der Druckcomponenten in die Gleichungen 
des Systems A' § 10 ein, so erhalten wir die allgemeinen Gleichungen 
des Gleichgewichts und der Bewegung für ein unkrystallinisches, ela- 
stisches Medium in der Gestalt 

* 

.|^-r-K^-B)||^+0 + |j) + M^+B)|f (1.) 

Diese DifiPerentialgleichungen enthalten nicht mehr die moleku- 
laren Druckcomponenten, sondern ausser den äusseren Kräften, welche 
auf das Medium wirken, nur die Yerrückungen u, v, w. Unsere Auf- 
gabe, den Zustand des betrachteten elastischen Körpers zu unter- 
suchen, ist also darauf zurückgeführt, dass wir die genannten 
drei Grossen durch Integration von drei partiellen Differentialglei- 
chungen bestimmen. 

Die willkürlichen Functionen, welche durch diese Integration 
eingeführt werden, sind, wenn das Medium begrenzt ist, aus den für 
die Oberfläche desselben geltenden Bedingungen mittelst des Theorems D 
§ 11, oder durch die zu Anfang der Bewegung stattfindenden Zustände 
zu bestimmen. 

§ 33. Bedingungen für die Grenze zweier elastischen Medien. 

Granz ähnlich gestalten sich die Differentialgleichungen und Grenz- 
bedingungen, wenn wir unsere Betrachtung nicht auf einen einzigen 
elastischen Körper 'beschränken, sondern auf ein System elastischer 
Medien ausdehnen, welche dadurch, dass sie unter einander in Be- 
rührung sind und gegenseitig auf einander einwirken, ihre Yerrückungen 
und Bewegungen wechselseitig bedingen. In diesem allgemeineren 
Falle treten nur noch eigenthümliche Bedingungen ffir jede Grenzfläche 
zu den übrigen unverändert geltenden Gleichxmgen hinzu. 
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Dass in dem Falle von zwei sich berührenden Körpern, auf den 
wir uns der Einfachheit wegen beschränken, die Differentialglei- 
chungen (1.) § 32 oder A § 7 keinerlei Veränderung erleiden, folgt 
aus ihrer Herleitung; nur erhalten wir ein zwiefaches System von 
Gleichungen A, so dass sich je eines auf eins der beiden Medien 
bezieht; diese beiden Systeme unterscheiden sich durch die Ver- 
schiedenheit der Werthe der beiden Elasticitätsconstanten A und B, 
Ebenso bleibt das Gleichungssystem D § 11 für die freie Oberfläche 
unverändert. Wir erhalten aber noch neue Bedingungsgleichungen 
für die gemeinschaftliche Grenze ^ wenn wir die Bedingungen des 
Gleichgewichts eines kleinen rechtwinkligen Prismas untersuchen, 
welches, halb in dem einen, halb in dem anderen Medium gelegen, 
das Element der Normale n der Grenzfläche zur Hohe hat^ während 
seine Basis gleich dem Element d(o der Grenzfläche ist. Nach dem- 
selben Verfahren, wie in § 11 bei der Aufstellung der Bedingungs- 
gleichungen D, bilden wir die Summen der sämmtlichen auf das 
Prisma wirkenden Componenten, entwickeln diese Summen nach 
Potenzen der Dimensionen des Prismas und setzen jede Summe = 0, 
um die Bedingungen für den Zustand des Gleichgewichts zu finden* 
Suchen wir die analogen für die Bewegung, so fügen wir noch die 
Beschleunigung, die das Prisma erfährt, negativ hinzu und setzen 
die Summe ^= 0. In beiden Fällen verschwinden in den Summen 
wiederum nicht alle Glieder zweiter Ordnung von selbst, sondern 
nur dann, wenn folgende Gleichungen bestehen: 

0=(Z;.'-X;')cos(n,a;) + (X;-X;')cos(n,y) + (X;-X;')co8(n,^) 

o=(r;-r;ocos(n,:r)+(r;-r;oco8(n,y)+(r;-r;')cos(w,iir)(io 

0=(Z;-Z;Ocos(n,a;) + (Z;--Z;Ocos(n,y) + (Z;— Z;Ocos(n,ir), 

welche aussagen, dass die in der Bezeichnung durch ' unterschiedenen 
Componenten des Molekulardrucks in dem einen Medium den durch '' 
bezeichneten entsprechenden Druckkräften in dem andern Medium in 
der Grenzfläche das Gleichgewicht halten. Da sich die Werthe dieser 
beiden Systeme von Druckcomponenten nur durch die verschiedenen 
in den Differentialgleichungen A beider Systeme enthaltenen Elasti- 
citätsconstanten Ä\ S ^ Ä"j B" unterscheiden, so folgt daraus, dass sich 
die Gleichungen (1.) von selbst erfüllen, wenn wir auf beiden Seiten 
der Grenze dasselbe Medium, also überhaupt nur ein homogenes 
Medium annehmen. 

Zu diesen Gleichungen, welche sich auf die Gleichheit der Drücke 
beziehen, kommen noch drei Bedingungsgleichungen, welche aussi^en, 
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dass die Medien sich an der Grenze durch die Yerrückungen der 
Theilchen nicht von einander trennen. Diese Bedingung wird erfüllt, 
wenn fQr jedes Element der Grenze 

f 99 9 tt 9 99 fc% \ 

u=tt, i;B=t;, U7=w (2.) 

ist, worin u^ v\ w die YerrQckungen eines Theilchens des ersten 
Mediums, u ', v'\ vo' die eines Theilchens des zweiten bedeuten. Jedes 
Grenzelement muss also sechs Bedingungen genügen. 

Diese Bedihgungsgleichungen, die von grosser Wichtigkeit^ na- 
mentlich für die Optik, sind, gelten unabhängig davon, ob die Yer- 
rückungen Functionen der Zeit sind oder nicht, also sowohl für den 
Zustand der Ruhe, als auch für den der Bewegung. 


Entwicklmig der aUgemeinen Theorie ans der 

Holekularhypothese. 

6. Navier's Diflferentialgleichungen. 

§ 34. Summirung der Molekalarkräfte. 

Ehe wir zu Anwendungen der gefundenen Gleichungen über- 
gehen, stellen wir noch eine andere allgemeine Betrachtung an, bei 
welcher wir an die in der Einleitung erörterten Vorstellungen über 
die Natur der elastischen Kräfte anknüpfen. Dort nahmen wir als 
Ursache der Elasticitat die anziehenden und abstossenden Kräfte an, 
welche zwischen den Theilchen des elastischen Körpers je nach der 
Grösse der eingetretenen Verschiebungen eine mehr oder minder 
starke Cohäsion zu Stande bringen. Diese Hypothese der moleku- 
laren Kräfte haben wir in den vorausgegangenen Untersuchungen in 
keiner Weise benutzt oder verwerthet 

Indem wir jetzt dazu übergehen, die Theorie der Elasticitat auf 
Grund dieser Molekularhypothese aufzubauen, gehen wir historisch 
zu Werke. Die Differentialgleichungen der Elasticitat wurden zuerst 
aus dieser Hypothese entwickelt und zwar von Navier^), dessen 
Gedankengang wir zunächst verfolgen. 

Die Navier'schen Differentialgleichungen setzen ein unkrystallini- 
sches Medium voraus, d. h. ein Medium, dessen Theilchen so regel- 
mässig oder unregelmässig angeordnet sind, dass man keine Richtung 
von der andern unterscheiden kann. Navier geht aus, nicht von der 
Betrachtung des natürlichen Zustandes, sondern des Zustandes, in 
dem schon eine Verrückung aus der Gleichgewichtslage eingetreten 
ist. Er abstrahirt von den Kräften, welche im natürlichen Zustande 
zwischen den Theilchen wirksam sind, weil diese Kräfte sich gegen- 
seitig zerstören. Die Wirkung, welche nach der Verrückung zwei 
Theilchen auf einander ausüben, wird nach Navier's Hypothese in der 
Richtung der Verbindungslinie ausgeübt und ist proportional der 


1) Mäm. de TAcad. de Paris. 1824. T. 7. p. 875. 
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durch die Verrückung hervorgebrachten Vergrösserung der Ent- 
fernung. Bezeichnet q die Entfernung zweier Theilchen im natür- 
lichen Zustande, q -^ Ap die Entfernung derselben nach eingetre- 
tener Yerrückung, so wird die Kraft, welche dieselben in Folge dieser 
Yerrückung auf einander ausüben, proportional 

gesetzt, wo 9 (9) eine unbekannte Function der Entfernung ist. Von 
dieser Function wissen wir nur, dass sie für endliche Argumente q 
verschwinden muss, da auch nach der Yerrückung sich die Wirkung 
eines Theilchens nur auf sehr kleine Entfernungen erstreckt 

Wir suchen die Resultante der Kräfte, welche ein Theilchen m 
an der Stelle xys erfahrt. In der Entfernung q befinde sich ein 
zweites Theilchen mj. Wir bezei6hnen, wie früher, die Projectionen 
von Q auf die Goordinatenaxen mit a, b, c und von p -{- A^ mit 
a -f- Att, b -|- Av, c -|- Au?. Dann sind die Componenten der Wir- 
kung des Theilchens m^ auf das Theilchen m nach den drei Coordi- 
natenrichtungen 

e -f Aw ^ r V 
^^^ q + Aq ^99(9)' 

Hierin vernachlässigen wir die höheren Potenzen der kleinen Grossen 
Att, At;, A«;, Ap und, indem wir über alle benachbarten m^ summiren, 
erhalten wir als Componeuten der Gesammtwirkung auf das Theilchen m 

„B _ «,2-H } A, . ,W (1.) 

Setzen wir nun den aus den Gleichungen (2.) § 23 unter Yer- 
nachlässigung der höheren Potenzen folgenden Werth 

Ap =* — Att H Av H Au? 

ein, so finden wir 

A =^m^ j[jAu + jAv + jAw] 9(9) 

B "^''^i 1 1 y A ti + I At; -f J- Au; ) 9(p) (2.) 

r =2'*»»i7 J7 ^^ + 7 ^^ + 7 ^^ ] viQ)* 
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Wenn wir hierin die Werthe von Am, Av, Au? aus den Glei- 
chungen (1.) § 23 entnehmen, so müssen wir die Entwicklung so 
weit fuhren, bis Glieder erscheinen, deren Werth von Null ver- 
schieden ist: 

* du . j^ du . du . a* d*u , 5* d^u , c" d^u 

+ ab -^—rc — t ^C'^~ a r ^^ "ä"^ r ' • • 

* dxoy ' öic^^e ' oycz ' 

^^^^dx'^^dy'^^dz'^ 2 aa:« "^^ 2 ay« "^ 2 dz* r^\ 

, , a"t7 I ^*» I r a*t? , 

* dxdy * dxdz ' a^a« * 

^*^~^ ä^ + ^ äy + ^ 'dz~ + "2 -"äi«" + T äT" "^ V a>' 

, , a*w , a^w , , a*tt7 , 

-4- ab -rj— K — h ac -Q— ö— + oc -ä— ^ — — • 

* dxdy ' dxdz ' ^yöxf ' 

Die Summen (2.) sind über alle wirksamen m^ auszudehnen oder, 
da die Wirkung in merklicher Entfernung verschwindet, nach ct^b, c 
von — oo bis oo. Es treten also positive und negative Werthe von 
a, &, c in gleicher Weise auf. Da nun die DifFerentialquotienten von 
u, V, w nicht von a, ft, c, sondern von z^ y, b abhängen, so ist klar, 
dass nach dem Einsetzen der Reihenentwicklungen (3.) in die Summen 
(2.) nur diejenigen Glieder von Null verschiedene Werthe geben können, 
welche nur gerade Potenzen von a, 6, c enthalten. Demnach nehmen 
unsere Summen folgende Gestalt an 

d'io 


* dxdz i p" 


B = i2''»> 1«'** 1^ + ** -0 + «••«* 4^ + 2««6« 3 


d*U 


dy* *^ ajf' »^ dxdy rj^\ 

* dydz J 9" 

Diese Gleichungen enthalten die sechs Summen 
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Nun liegt es im Begriffe des UDkrystallinischen Zustandes, dass die 
drei Summen der ersten Reihe unter sich gleich sind, weil alle Rich- 
tungen gleich sind; ebenso müssen wegen der Unterschiedslosigkeit 
der Richtungen die drei andern Summen einander gleich sein. Wir 
erhalten also 

2'-.«* ^=2'-.^* -^»^-»^ "^ ■==''''' (5) 

WO G und H zwei constante Grössen sind, die von der Natur des 
Mediums abhängen. 

Durch Einführung derselben erhalten wir 

A = G ^'^ -L H { - *" 4- ^'^ 4- 2 - ^*— k 2 -— -*^— ) 

dx* ' l dy^ ' dz* ' dxdy ' dx'dz I 

oy^ ' y ox* ' dz* * cxoy ' dyoz ) 

' — ^ "ä^ "*" ^ i"a^ ■*" ^ "^ dxdz "^ "^ at/a« 1 ' 

und, wenn wir wieder die räumliche Dilatation 


öa; ' dy * dz 

einführen, so finden wir schliesslich als Ausdruck der an der Stelle 
xyz wirkenden Molekularkräfte 

§ 35. Beziehung zwischen den Constanten. Differential- 
gleichungen. 

Die Constanten G und H sind nicht von einander unabhängig. 
Um die zwischen ihnen stattfindende Beziehung zu finden, gestalten 
wir die Summe 

durch Einführung eines neuen Coordinatensjstems a^^ b^, c^ um. 
Wir setzen 
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worin a, ßy y drei durch die Relation 

1 = «« + /J» + y» 

verbundene Cosinus sind. Dadurch wird 

« 

ff* = o» + 6* J^^=.a*-\- b* + c,*; 
weiter haben wir 


(2.) 


= («* + /J« + /) 6? + 6 («»/J« + /JV* + y*«*)ff, 

da auch in dem neuen Coordinatensystem wegen der Gleichheit aller 
Richtungen 

ist, während die ungerade Potenzen enthaltenden Glieder fortfallen. 
Nun ist 

1 = «* + /J* + / + 2ia'ß* + ßY + y«a»), 
folglich ergiebt die Gleichung (2.) das einfache Yerhältniss 

= 3H (3.) 

zwischen den beiden Constanten. 

Dieses Resultat beruht, abgesehen von der Hypothese der mole- 
kularen Structur der Körper, nur auf der Voraussetzung, dass im 
Medium eine solche Regel- oder Unregelmässigkeit herrsche, dass 
eine in irgend einer Richtung gezogene Gerade immer gleich viel 
Theilchen trifft; die Relation gilt also für jedes ^ homogene unkry- 
stallinische Medium. 

Setzen wir dies in die Gleichg. (6.) § 34 ein, so werden dieselben 

^'^^ \dx* '^ dy- '^ dz* "^ "^ "d'x i 

B - ff (IS- + -a^V + -IS- + 2 41-1 W 

i dx* * oy* ' dz* * dz J 

Durch diese einfachste Form, auf welche die Ausdrücke für die Mole- 
kularkräfte zurückgeführt werden können, sind alle Erscheinungen 
eines homogenen und unkrystallinischen elastischen Mediums abhängig 
gemacht von einer einzigen Constanten. 
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Soll Gleichgewicht stattfinden unter dem Einfluss äusserer Kräfte 
'Kj T, Z^)^ so haben wir^ wenn e die Dichtigkeit des Mediums ist, 

= £A + X 

= £B + F (5.) 

= £r +Z 

zu setzen oder, wenn Bewegung stattfindet, 


= £A + Z— 6 


dt' 


= .B+r-.4^ (6.) 

■ 

= «r + Z — B-jjry 

-wo die Werthe aus den 61. (4.) einzusetzen sind. So erhalten wir 
als allgemeine Differentialgleichungen der Bewegung eines elastischen 
Mediums, vorausgesetzt, dass es homogen und unkrystallinisch sei, 

d^u TT I ^'« I ^'w I ^*«* I o ^^ l I Y 

Mit diesen Gleichungen müssen nothwendig die Gleichungen des § 32 
identisch sein, es müssen also unter den Constanten folgende Relationen 

A-B = 2sH 

A + B = AsH 

bestehen, oder es muss 

Ä = 3a JET, B = 6H (8.) 

sein, wodurch auch die früheren Constanten auf eine einzige zurück- 
geführt sind. 

Der Constanten H kann man noch einen Werth geben, der von 
a, b, c unabhängig ist Es ist nämlich die nach q innerhalb der 
Grenzen — oo und + ^^ ausgeführte Summe 

SJni, ^f- p* = ym, ^ ja* + 6* + c* + 2a»6« + 2a«c»+ 26V) 
also erhalten wir als theoretischen Ausdruck der Constanten 


1) Genommen wie früher als die bewegende Erafb dindirt darch das Vo 
lumen, nicht durch die Masse. 

Nenmanu, ElMticit&t. 5 
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^=W-2'('»i9'(<') •<»')' (9.) 

der den Yortheil hat, unabhängig von der Lage des Coordinaten- 
Systems zu sein. 

Gegen die in § 34 und 35 gegebene Ableitung der Navier^schen 
Differentialgleichungen ist eine Bemerkung zu machen. Es liegt in 
einem Punkte etwas Willkürliches^ nämlich in der Annahme, dass 
zwei Theilchen auf einander keine Wirkung ausüben, wenn ihre Ent- 
fernung von einander sich nicht ändert. Diese Voraussetzung kann 
man nicht gelten lassen; denn, wenn auch die Kraft zwischen zwei 
Theilchen, deren Entfernung sich nicht ändert, ihrer Stärke nach 
ebenfalls unverändert bleibt, so kann sich doch ihre Richtung durch 
die Verschiebung geändert haben und mit ihr die Componenten der 
Wirkung. Dies ist der Fall bei allen Theilchen auf der Durch- 
schnittslinie der Eugel mit dem Radius q und des Ellipsoids, in das 
sich die Kugel durch die Verrückung verwandelt; ihre Entfernung 
vom Theilchen m im Mittelpunkte hat sich nicht geändert; sie haben 
sich aber auf der Kugel verschoben; ihre Wirkung auf m kann 
demnach nicht Null sein. Dies ist das Hauptbedenken gegen diese 
Ableitung. 

Ferner hat der Weg einen andern Mangel. Er fQhrt nicht zur 
Kenntniss der Druckcomponenten. Diese brauchen wir allerdings 
nicht zu kennen, wenn wir ein unbegrenztes Medium behandeln. 
Haben wir aber ein begrenztes Medium, so treten zu den Differential- 
gleichungen noch Bedingungen hinzu, welche die Druckcomponenten 
an der Oberfläche enthalten. 


7. Poisson's Ableitung der allgemeinen Gleichungen. 


§ 36. MolekulardrackcomponenteD. 

Die Kenntniss der Druckcomponenten erlangen wir auf einem 
andern Wege, den wohl Poisson^) zuerst eingeschlagen hat, viel- 
leicht gleichzeitig mit Cauchy*). Dieser Weg unterscheidet sich 
von der Navier'schen Ableitung in zwei wesentlichen Punkten. Er 
geht erstens vom natürlichen, d. h. von demjenigen Zustande aus, in 
welchem weder auf die Masse noch auf die Oberfläche des Körpers 
äussere Kräfte wirken; zweitens fährt er zu den Werthen der Druck- 
componenten, aus denen die Dififerentialgleichungen nebst den Grenz- 
bedingungen sich mittelst der schon bewiesenen Theoreme A und C 
herleiten lassen. 

Wir legen durch das Medium und zwar durch den Punkt xysf 
eine Ebene senkrecht gegen die a-Axe. Es soll der Druck der nach 
der positiven Seite der ir-Bichtung hin gelegenen Hälfte des Mediums, 
welche wir kurz als die obere bezeichnen wollen, gegen die untere 
gefunden werden, also der Druck, dessen Componenten wir nach der 
in § 6 getroffenen Festsetzung durch 

— X,, — Ygj — Zs 

zu bezeichnen haben, um den auf y ^ti 

ein an der Stelle xyz gelegenes 

Flächenelement do wirkenden Druck / 

zu erhalten, benutzen wir das in ^^ 

§ 5 bereits erläuterte Verfahren; wir 

construiren über do als Basis einen / 

Canal, den wir in die untere Hälfte 

hinein verlängern; dann ist der auf die 

Basis Jd wirkende Druck nichts anderes 

als die Resultante aller Wirkungen, 

welche die im Canal enthaltene Theil- 

chenreihe von sämmtlichen Theilchen der oberen Hälfte empfangt. 

1) M^m. de TAcad. de Paris, T. 8, p. 357, 14. Avr. 1828. 

2) Exerc. de math. T. 8, p. 188, 1828; T. 4, p! 129, 1829. 

6* 


m. 


/ 
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Wir bezeichnen ein Theilchen der oberen Hälfte mit m und seine 
Coordinaten im Gleichgewichtszustande durch a; + a, y + ^; ^ + c» 
femer ein Theilchen der Molekelreihe im untern Medium mit m^ 
und seine Coordinaten durch x, y^ z — d; die Entfernung beider 
Theilchen von einander sei q, so dass 

p« = a« + fc« + (c + dy 

ist; endlich nennen wir die Anziehung, welche sie in der Richtung 
der Verbindungslinie auf einander ausüben^), 

Dann sind die gesuchten Componenten des im natürlichen Zustande 
ausgeübten Druckes 

d a b c ^ 

d a b c ' ^ 

- Z,d(o = ^m, 2^^fn ~ ^(p) , 

d a b e 

worin von den vierfachen Summationen zwei nach a und b zwischen 
den Grenzen — oo und -|~ ^^ auszuführen sind, während die beiden 
andern sich auf die zwischen und cx> liegenden Werthe von c und d 
erstrecken. 

Analog bilden wir weiter die Druckcomponenten nach dem Ein- 
tritt einer Verrückung, durch welche das an der Stelle xyjs befind- 
liche Theilchen an den Ort x -^ u, y -{- v, z -\- w gelangt. Bezeich- 
nen wir, wie früher (§ 23), die Coordinaten des Theilchens m nach 
der Verrückung durch ic + a -f- 1*', y + ^ "K v', £f + c + ^' ^^^ ähn- 
lich die des Theilches m^ durch x -|- u^, y + ^u ^ — ^ '\' ^u so 
werden die Druckcomponenten 

d a b c T I *r 


- r.dei = 2^m, ZZZ"^ ^^^^7- *(9 + A9) (2.) 

d a b c V -T- V 

d a b c T I f 

wenn die veränderte Entfernung durch die Gleichung 

i9 + AQy = (a + u'-u,)- + {b + v'-v,y-j-(c + d + tv-w,f (3.) 

bestimmt wird. . Hierin können wir, da a, &, 6*, d nur als kleine 
Grössen in Betracht kommen, wiederum die Potenzentwicklungen 

1) Nach der Bezeichnung in § 3 ist 1^(9) — 1(9) — • fp(9)- 
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" - «1 = « -ä^ + * "äF + ('^ + '^ "8^ + ••• 

«'-f, = o -fj- + «'4^ + (c + d)-|f + ••• (4.) 

wie in § 23 eintreten lassen. 

§ 37. Reduction auf dreifache Summen. 

Da in den beiden Systemen von Gleichungen (1.) und (2.) die 
Grössen c und d nie getrennt, sondern nur als Summe vorkommen, 
so können die vierfachen Summationen sofort auf dreifache zurück- 
geführt werden. 

Es ist eine Summe von der Form 

^^Fie + d) 

G d 

gegeben^ in welchen nach den beiden Grossen c und d über Werthe 
zwischen und oo summirt werden soll. Sie bezieht sich auf ein 
System discreter Massentheilchen, die regelmässig in der Entfernung 
y Yon einander angeordnet sind. Schreiben wir nun die einzelnen 
Summanden getrennt und zwar die ftlr jedes einzelne Theilchen der 
oberen Hälfte in die Summe eingehenden Terme in dieselbe Reihe, 
so erhalten wir, indem wir nach und nach von einem Theilchen der 
oberen Hälfte zum nächstfolgenden übergehen, 

F(e+d)=^F(y)-\-F{2r)+F(3r)+F{4Y) + - 

+ F(2Y)+Fi3y)+FiAy) + .- 
+ F(3y)+F{4:y) + - 

+F(Ay) + - (1.) 

+ ••• 
== Fy + 2 F(2y) -f 3F(Sy) + iF(4:y) + - + nF(ny) + - 

=2 nF(ny) 



-Um. 


y 

WO die einfache Summe ebenfalls in den Grenzen und cx> auszu- 
führen ist. 

Dasselbe Resultat würden wir in dem Falle erhalten haben, dass 
wir statt der Doppelsumme ein Doppelintegral gehabt hätten. Da 
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das Integral nichts weiter ist^ als der Grenzfall der Summe, so wird 
ein Doppel-Integral obiger Form sich immer auf ein einfaches redu- 
ciren lassen. 

Durch Benutzung dieser Methode erhalten wir statt der Glei- 
chung (1.) § 36, wenn wir q die neue Bedeutung 

2 = a« + ft2 + c* (2.) 


geben, folgende für den natürlichen Zustand geltende Gleichungen 

— ^' = i^ 2^^^ 22^ 


y 

' c ab 


^. =-^2 ^^2 2^^^ 


1 

mac 

9 

mbc 

1^(9) 
9 

mi? 

9 ' 


' ab 


^ c ab 

wobei wir von der Bemerkung Gebrauch gemacht haben, dass nach 
der eingeführten Vorstellung discreter Theilchen das Flächenelement 
dm dem Quadrate entspricht, dessen Seite der Abstand zwischen 
zwei benachbarten Theilchen ist, dass also 

rfco = y* 

zu setzen ist. 

Dagegen gelten nach Eintritt der Verrückungen die allgemei- 
neren Gleichungen 

- A'. = -V ^;n, ^J-cC« + A«) ^^J+^ 

- V, = f y«. i'i'«..<.6 + Ar) ^^^^ (4.) 

in welchen zur Abkürzung gesetzt ist 

A <** I <^" r I <• I 

Ah* «B - ci -* — ^ — b A — > - c -}- - • • 

,9 + A?" •= V«» + A« * + vft -r Ar)* + •/ + Air;*. 
Kbeu$o sind di* Cousivuent«» dos Molekulaivlrvcks sunwB ein Ele- 
m«nt der beiden »mtereu den Coorviinaleu panJIellen Ebenen xu bilden. 
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§ 38. Natürlicher Zustand. 

Im natürlichen Zustande, in welchem keine Kräfte von aussen 
auf den Körper wirken, muss jede der Druckcomponenten für sich 
= sein. • 

Xy = r, = 0, r, = Zy = 0, z, = x. = o. 

Denn aus der Bemerkung, dass in einem homogenen Medium keine 
Stelle sich von einer anderen unterscheidet, ergiebt sich zunächst, 
dass diese Grössen constant sein müssen. Weiter nehmen die Grenz- 
bedingungen nach dem Theorem D § 11 für den natürlichen Zustand, 
in welchem X' == F' = Z' »= ist, die Form 

= X;b cos (w, x) + Xy cos (w, y) -f- X, cos (n, z) 

= Fx cos (n, x) + Fy cos (n, y) + Y, cos (n, z) (2.) 

= Zx cos (n, x) + Zy cos (n, y) + ^* cos (n, ;e) 

für jeden Punkt der Oberfläche des Mediums an. Sie gelten also, welche 
Richtung auch die Normale n habe, oder welche Werthe auch die 
drei Cosinus haben mögen. Daraus folgt, dass in den Glchg. (2.) 
jeder Factor eines Cosinus für sich verschwinden muss, dass also im 
natürlichen Zustande für die Oberfläche die Gleichungen (1.) gelten 
müssen, folglich auch für das Innere^). 

Dass von den Gleichungen (1.) die drei letzten erfüllt sind, lässt 
sich auf den ersten Blick übersehen, weil die Ausdrücke nach den 
Formeln (3.) § 37 ungerade Potenzen von a, 6, c enthalten. Als Resultat 
unserer über den natürlichen Zustand angestellten Betrachtung er- 
giebt sich demnach, dass folgende drei Grössen =» sein müssen: 

1) Anmerkung des Herausgebers. Will man diesen Schluss ver- 
meiden, 80 kann man sich darauf beschränken, dass die drei letzten Gleichungen 
(1.) identisch verschwinden. Man setzt die unter (3.) § 38 verzeichneten Summen 
vorläufig nicht <» 0, sondern betrachtet sie als Constanten. Dieselben fallen 
dann aus den Gleichungen (1.) § 39 nicht fort; dadurch wird der in den Glei- 
chungen (2.) § 39 angegebene Ausdruck der Componenten um einige hinzutretende 

Glieder vermehrt, X^ z. B. um ein -^— proportionales Glied. Dieses Glied fehlt 

jedoch im Z^, welches X^ gleich sein sollte; statt seiner erscheint ein anderes 

mit dem Factor -^ — • Demnach müssen die Coefficienten der hinzutretenden 

ox 

Glieder «a sein, diese sind aber nichts anderes als die unter (3) § 38 ver- 
zeichneten Summen. 
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ii^--.^' ^ - (3.) 

a 6 c ^ 

Hierin dürfen wir alle drei Summationen gleichmässig bis zu den 
Grenzen — cx> und + cx> ausdehnen, weil die zu summirende Function 
gerade Potenzen enthält, so dass der Werth der Summe für positive 
Werthe der Grössen a, 6, c so gross ist wie für negative. 

Ist das betrachtete Medium unkrystallinisch, so reduciren sich 
wegen der Unterschiedslosigkeit der Richtungen diese drei Gleichungen 
auf eine, welche wir nach Addition der drei Gleichungen in der Form 

schreiben können. Wäre uns die Function ^(^) bekannt, so könnten 
wir aus ihr die Entfernung y berechnen, in der die Theilchen im 
natürlichen Zustande von einander abstehen müssen ^). Bei dem jetzigen 
Stande unserer Kenntnisse müssen wir uns auf den Schluss be- 
schränken, dass die Function V'(^) beim Wachsen von q ihr Zeichen 
wechselt, weil nur dadurch die Summen = werden können. 

§ 39. Zustand nach Verrückung. 

Um auch nach Eintritt einer Verrückung die Werthe der mole- 
kularen Druckcomponenten zu beurtheilen, haben wir die Gleichungen 
(4.) § 37 weiter zu entwickeln. Durch Benutzung der Abkürzung 

und unter Vernachlässigung der Quadrate von At<, Av, Ate, Aq 
bringen wir sie zunächst auf die Form 

a b e 

- r.= -V2''».^^« ^^-^ + cA« *M. + c6M'(,)pAp) (1.) 


y 

a b c 

ci b e 

Hierin sind die Summen, wie bisher nach a und h von — oo bis -|- ^ 
nach c von bis oo auszudehnen; femer ist 

1) Vergl. § 62. 
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qAq = a Am + &^v + cAw 

* du , ^ du . du 


dx * dy ^ dz 

j. dv . -, dv . dv 

dx ^ dy ^ dz 

A dw i -idu) . dw 


^x ' dy *^ dz 

Nach Einsetzen dieser Werthe in die Summen übersieht man^ 
dass in jeder derselben die beiden ersten Glieder wegen der Glei- 
chungen (3.) § 38 verschwinden müssen. Es bleibt also von jeder 
nur das dritte Glied und Yon diesem nur diejenigen Theile, in denen 
a und bj folglich auch c nur in geraden Potenzen Yorkommen^ weil 
alle andern Theile wegen der Ausdehnung der Summe von — cx> bis 
-f- cx> in der Summe Null geben müssen. Demnach erhalten wir 

' c ab 

- r, = ^,-2m,2'2;-6'o« {^ + ^)m (2.) 

* e a b ^ 

' c a b ^ 

Dehnen wir hierin alle drei Summirungen gleichmässig von 

— cx> bis + cx> aus, so verdoppelt sich ihr Werth, was wir durch Hin- 

zufQgung des Factors ^ ausgleichen können. Wir bemerken ferner^ 

dass y^ den würfelförmigen Raum bedeutet, welcher nur ein einziges 

Massen theilchen enthält; sind also alle Theilchen einander gleich; so ist 

3 

nichts anderes; als die Dichtigkeit des Stoffes. Somit erhalten wir, 
wenn wir zur Abkürzung die dreifache Summirung durch ein ein- 
faches £ andeuten, für alle Druckcomponenten folgende Ausdrücke 

- T.=-z,^i,s;2mb>c^ 14;- + 4i)y(p) 


(2.) 
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§ 40. Gleichungen für unkrjstallinische Körper. 

Für nicht krystallinische Körper, in denen alle Richtungen gleich- 
artig sind, können wir 

setzen, und erhalten dadurch 

-T,-.\E^ + a^ + B^] 

-x,— r.^,H\^ + ^] 

Nun aber lässt sich mit den Grossen G und H dieselbe Um- 
gestaltung vornehmen, wie wir sie in § 35 mit den gleich bezeich- 
neten — welche, wie wir gleich sehen werden, mit den jetzt ein- 
geführten identisch sind — ausgeführt haben. Es ist auch jetzt 

G — 3Ä (3.) 

Setzen wir noch nach Gleichung (9.) § 35 

'S=i^2fnQ<nff)-^h, (4.) 

WO h eine neue, nur von der Natur des Mediums abhängende Con- 
stante bedeutet, so werden die Gleichungen (2.) 


-r, = *(2^^^ + A) (5a.) 


dy 
dw 

worin 

du t dv . dw 


ist, und 


^ic ' ^y "' dz 
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— ^v = — ^''= H-^ + "äjl 

-r. z,-i||f + 4^) (6b.) 

Diese Gleichungen fallen mit den Gleichungen (7.) § 31, die 
wir direct aus der Analogie der Molekulardrücke und der Dilata- 
tionen ableiteten, zusammen, wenn 

Ä = 31c, B^lc (6.) 

gesetzt wird. 

Aus den obigen Gleichungen lassen sich ebenfalls wieder die 

Navier'schen Differentialgleichungen nach dem Theorem A § 10 ableiten: 

^ dt* '^\ dx* ^ dy* ^ dz* ^ "^ dx)^"^ 

entsprechend den Glchg. (7.) § 35. 

Alle drei Wege führen demnach zu demselben Resultat. Dazu 
treten nach dem Theorem D § 11 folgende Bedingungen, die an der 
Oberfläche des Mediums erfüllt sein müssen, 

= 2' + -Xx cos (n, x) + Xy cos (w, y) + Xg cos (n, z) 

= Y' + ^* cos (n, x) + Ty cos (w, y) + Y» cos (n, z) 

= Z' -{- Zx cos (n, x) + ^y cos (n, y) + 2, cos (n, z\ 

Gleichungen ; welche uns die Navier'sche Entwicklung nicht lieferte. 

§ 41. Krjstallinische Medien. 

Diese Resultate lassen sich sehr leicht auf krjstallinische Medien 
aasdehnen, wenigstens auf diejenigen, deren Gestalt und molekulare 
Structur Symmetrie in Bezug auf drei auf einander rechtwinklige 
Richtungen zeigen. Zu diesen Krjstallen, deren Zahl sehr gross ist, 
gehören alle Formen des regulären, viergliedrigen, zwei- und zwei- 
gliedrigen und sechsgliedrigen Systems mit Ausnahme gewisser, 
hemiedrischer Formen, bei denen die parallelen Erystallflächen fehlen, 
z. B. beim regulären Tetraeder. Wir nennen diese Formen die ge* 
neigtfläciiigen Hernieder. Ferner findet eine solche symmetrische 
Yertheilung nicht mehr statt bei allen Krystallen des zwei- und ein- 
gliedrigen und des ein- und eingliedrigen Systems. 
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Nehmen wir zu Coordinatenazen die Durchschnitte dieser sym- 
metrisch theilenden Ebenen, also die krystallographischen Axen, so 
fallen bei der Ausführung der Summen in den Glchg. (1.) § 39, 
welche auch in diesem Falle gültig bleiben, wiederum diejenigen Glieder 
forty welche die Grössen a, b, c in ungeraden Potenzen enthalten^ 
weil wegen der Symmetrie jeder positive Term eines solchen Gliedes 
durch einen gleich grossen negativen zerstört wird. Wir erhalten 
also auch für die aufgezählten krystallinischen Medien die Glchg. (3.) 
§ 39. Es sind aber nicht, wie bei unkrystallinischen Medien, noth- 
wendiger Weise je drei der darin enthaltenen Summen unter sich 
gleich. Wir erhalten vielmehr durch Ausführung der Summen im 
Allgemeinen sechs verschiedene Constanten A, B, C, a, b, c, von 
denen die Druckcomponenten in folgender Weise abhängen: 


-X, 

= 

A 

du 
ex 

+ c 

dv 
dy 

+ 6 

cz 

-Y, 

= 

c 

du 

dx 

+ B 

dv 

+ a 

dw 
dz 

-Z. 

= 

b 

du 

dx 

+ a 

dv 

cy 

+ c 

dw 

cz 

-X, 

-» 



Yx 

= c 

du 

\ dy 

■ + 

dv 
dx 

-Y. 



Zy 

= a 

\dv 

\ ~dz 

+ 

dw\ 

_ 

cy^ 

-z. 

= 



X. 

= t 

dw 
\ irx 

+ 

cu 

cz 


(1-) 


Ueber den Zusammenhang dieser Constanten unter sich können wir 
theoretisch nichts weiter angeben; es kaim nur die experimentelle 
Bestimmung derselben f&r ein bestimmtes Medium Aufschloss darüber 
geben, ob ein solcher Zusammenhang existirt 

Die Differentialgleichungen werden für krystallinische Medien 
nach dem Theorem A § 10 

0-X-« ^'r +^^'': +c ^ + 6 ^*",+2c-^'^+26/'* 

?l* ' rx* ' rv * cz^ * cxc^ * c 


cxcz 


0= r-f '": +c -C!l + B.^':- + a ^+2a;-r-+2cÄ (2.) 

<•(* ' cx* ' cy^ * rr* * dycz ' cxcy ^ ^ 

cX^ ' rx' * cy ' rr* ' cxcz ' cycz 

Das System der Grenzbedingongen D § 11 bleibt* für krystallinische 
Medien der Form nach ungeindert 

Die Gleichongen gelten nicht bloss für den Krystall selbst, son- 
dern auch für den in ihm enthaltenen Lichtätber. Wir werden sie 
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daher anwenden, um die Gesetze der doppelten Strahlenbrechung ab- 
zuleiten. In diesem Falle vermindert sich, wie wir sehen werden, 
die Zahl der Constanten yon 6 auf 3; um den FresneFschen Gesetzen 
der optischen Erscheinungen zu genügen, müssen wir noch drei Re- 
lationen zwischen den sechs Constanten einführen. 


§ 42. Bedeutung der Constante Tz und ihre Beziehung zum 

Elasticitätsmodul. 

Wir kehren zurück zu den für den speciellen Fall unkrystalli- 
nischer Medien geltenden Formeln in § 40, um uns, ehe wir in de^ 
allgemeinen Theorie weiter gehen, eine klare Vorstellung yon der 
Bedeutung der Constante h zu bilden. 

Wir nehmen einen begrenzten Raum mit Theilchen erfüllt, also 
einen Körper, an. Auf denselben wirken keine inneren Kräfte, also 
X, Y, Z sollen ^s sein. Er wird aber durch einen gleichförmig 
wirkenden Druck D senkrecht gegen die Oberfläche comprimirt. 
Es handelt sich darum, den Werth der Grössen u, v, Wj also 
das Gesetz der Dilatationen als Function der Coordinaten zu be- 
stimmen. 

Es ist leicht zu sehen, dass in diesem Falle u, v, w lineare 
Functionen von x, y, z sind. Wir schneiden durch eine der yj?-Ebene 
parallele Ebene EE ein Stück vom Körper ab, und suchen die 
Bedingungen des Gleichgewichts dieses Stückes 0. Bezeichnen wir 
durch do das Flächen element der Ebene EE und durch dio das der 
äussern Oberfläche des Theils 0, und verstehen ferner unter 

Jdo und Jd(o 

Summen, welche über sämmtliche Elemente von EEy resp. der 
äussern Oberfläche von auszudehnen sind, so werden nach dem 
Theorem (1.) § 14 unter der Voraussetzung, dass der Druck D con- 
stant ist, die Gleichgewichtsbedingungen von 

-D /cos (w, x) d(D -\-fXxdo = 

Df cos (n, y) dm +fY^do = (1) 

D /cos (w, e) d(Q -^JZxdo, = 0, 

in denen n die Richtung der nach aussen errichteten Normale be- 
zeichnet. Da die Ebene EE der yx^Ebene parallel liegt, so ist 


(4.) 
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Jäco cos (n, x) = fdo 

Jd(o cos (n, y) = (2.) 

AicD cos (w, je?) = 0, 
und hieraus folgt 

/{X^ + D} tio = 0, fY^do == 0, /Z,tio = 0. 

Diese Gleichungen gelten, an welcher Stelle auch der Querschnitt 
EE durchgelegt sein mag, und ähnliche gelten für die anderen 
Coordinatenrichtungen; also ist für jede Stelle 

• X^ + D =0, Ty + D = 0, Z, + D = 0, 

T, =Zy = 0, Z:,=x, = 0, Xy = r, = 0. 

Daraus folgt nach den Glchg. (5.) § 40 

du _, dv ^ dv , dto rv dw j^ du ^ ^^ v 

'( w+ t + ^i?-)--»- 

Zu diesen Bedingungen treten noch drei andere, welche ent- 
halten, dass keine gemeinschaftliche Drehung eintritt. Dieselben 
werden nach den Gleichungen (6.) § 24 

du ^_ dv ^ dv __ dw ^ dw du ^ ,„^ 

dy ex ' oz oy ' ox dz ^ ^ 

Aus den Glchg. (5.), (6.) und (7.) folgt 

du B dv ^ dw ^ 

dx bk ' dx ' dx 

|!L = o, 1^ = ^, 1^ = (8.) 

dz ~^' dz ~^' "a« ~"6fc ' 

Also haben (bei passender Wahl des Anfangspunktes der Coordi- 
naten) die Dilatationen w, v, w folgende Werthe 

^=6F^' ^=5^»' *^ = 6F^5 (9.) 

.* mid, wie behauptet wurde, lineare Functionen der Coordinaten. 

i:3 der Relation 

du dv dw^ D 

dx ^^ dy dz ~bk 
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folgt, dass die Dilatation nach allen Richtungen dieselbe^ dass also 
das Dilatationsellipsoid eine Kugel ist. Ist der Körper z. B. eine 
Kugel, 80 bleibt er auch unter einem gleichmässigen, äusseren 
Druck eine Kugel. War der Halbmesser vorher 1, so vergrössert 
er sich durch die positive Druckkraft D, die also eigentlich ein Zug 
ist, um die Grösse 

Bezeichnen wir den Elasticitätsmodul ^) mit Jf, so wissen wir 
auf der andern Seite aus der Experimentalphysik, dass die durch 
einen allseitigen gleichförmigen Druck D hervorgebrachte Längen- 
dilatation 

« = -M- (11) 

ist. Es besteht demnach die einfache Relation 

k = \M. (12.) 

Wir haben das Resultat aus den Grenzbedingungen für die Ober- 
fläche abgeleitet und dabei die allgemeinen Differentialgleichungen (7.) 
§ 40 unberücksichtigt gelassen. Diese erfüllen sich aber von selbst 
durch die Annahme linearer Functionen, da sie nur zweite Differential- 
quotienten enthalten. 


1) Mit dieser darcli Beziehung aaf allseitig aasgeübten Druck definirten 
ElasticiiAteconstante ist der in § 65 erörterte auf einseitigen Zug bezügliche 
Elasticitätscoefficient nicht zu verwechseln. 


8. Entwicklung der Gleichungen aus dem Princip der 

virtuellen Geschwindigkeiten. 

§ 43. Virtuelles Moment der Kräfte. 

Zur Herleituug der NaYier'schen Differentialgleichungen fuhrt 
noch ein anderer Weg, auf welchem wir zugleich zur Kenntniss der 
an der Oberfläche des Mediums geltenden Grenzbedingangen gelangen. 
Diese von Carl Neumann ^) auf die Elasticitätskräfte angewandte 
Methode beruht auf der Benutzung des Princips der virtuellen Ge- 
schwindigkeiten. 

Wir beginnen mit der Betrachtung des natürlichen Zustandes, 
welchen wir dadurch definiren, dass ohne Einwirkung äusserer Kräfte 
alle im Inneren des Körpers thätigen Molekularkräfte sich gegen- 
seitig zerstören. Hieran schliessen wir dann die Untersuchung der 
Verhältnisse^ welche mit dem Eintritt einer Verrückung der Theilchen 
gegen einander Platz greifen. 

Die Hypothesen, welche wir einführen, und die Bezeichnungen, 
welche wir gebrauchen, sind im Wesentlichen dieselben wie früher. 
Die Coordinaten eines Massentheilchens m seien im natürlichen Zu- 
stande des Mediums x, y^ z\ ein zweites Massentheilchen m\ welches 
in der Nähe des ersten im Punkte rj; + ^;y + &;^ + c liegt, wirke 
auf dasselbe mit der Kraft 

längs der Verbindungslinie ^, deren Länge durch die Gleichung 

^2 = a« + 62 + c* 

bestimmt ist, und zwar nach einem solchen Gesetze, dass ^((») ver- 
schwindet, sobald das Argument q eine messbare Grösse erreicht hat. 
Indem wir hiernach die Summe aller auf m einwirkenden Kräfte 
bilden, erhalten wir für den natürlichen Zustand 

= m^m ~ iI>{q)\ = m^m - ^{q)-, = m^m -^- ^(9) . (1.) 


1) Crelle's Journal für Mathematik, Band 57, S. 281. 1860. 
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Wenn nun nach eingetretener Yerrückung das Theilchen m an 
die Stelle x -{- u^ y -j- v, sf -{' w gelangt ist; während m sich an die 
Stelle a? + öJ + m', y + 1 -{• v, z -\- c -j^ w' begeben hat, so werden 
die Componenten der gesammten auf m ausgeübten Molekularwirkung 

m^m'B=m^m^^rl,(Q + AQ) (2.) 

worin zur Abkürzung, wie früher, 

Ati = u — u, At; = t;' — v, Ate? «= w' — to (3.) 

und 

(p + Ap)« =- (a + Au)« + (6 + A«)« + (c + A«;)», 

oder mit Vernachlässigung höherer Potenzen 

pAp = aAw + bAv + cAw (4.) 

gesetzt ward. Mit demselben Grade der Annäherung können obige 
Gleichungen (2.) 

m^jfn'B = m2!*n' (^ tio) + ^ A» + 6M'(p)pA9) (5.) 

m^mT = m^m ( J V(p) + ^ A«; + cM'(p)9Apj 
geschrieben werden, wenn zur Abkürzung gesetzt wird 


Damit Gleichgewicht stattfinde, ist erforderlich, dass 

= mX + m^, m' A 

= wF + m^^m'B (6.) 

= mZ + m Xi ^' 1" 

sei, wo X, F, Z die Componenten der von aussen her auf die Ein- 
heit der Masse wirkenden Kräfte sind-, und zwar müssen je drei 
solcher Gleichungen für jedes einzelne Massentheilchen erfüllt werden. 
Sind also N Massentheilchen vorhanden, so sind 3^ Gleichungen 

Neu mann, EUsticiUt. 6 
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zu erfüllen. Diese 3^ Gleichungen können wir durch eine einzige 
ersetzen, wenn wir sie addiren, nachdem eine jede mit einem will- 
kürlichen Factor, den wir als unendlich klein voraussetzen, maltiplicirt 
ist. Für die erste Gleichung eines jeden Systems sei dieser Factor 
dUf für die zweite dv und für die dritte 8w. So erhalten wir 


+ (z + ^mr)du,], 


wo die einfachen Summationen über alle Massentheilchen des Mediums 
m, die Doppelsummen über alle m und m auszuführen sind. Diese 
Gleichung stellt das Princip der virtuellen Geschwindigkeiten dar, 
wenn den Grössen iUy Svj Sw die Bedeutung untergelegt wird, dass 
sie die Componenten der durch die wirkenden Kräfte hervorgebrachten 
virtuellen Verrückungen repräsentiren. 

Die weitere Entwicklung beschäftigt sich mit der Ausführung 
der angedeuteten Summationen. Wir behandeki zunächst die Doppel- 
summe 

mit welcher wir eine kleine, aber wichtige Transformation vornehmen. 
In dieser Summe, welche zweimal über das ganze Medium auszu- 
führen ist, kommt sowohl die Wirkung von m auf m, als auch die 
von m auf m vor, deren Werth sich nur durch das Vorzeichen von 
jener unterscheidet Fassen wir beide zusammen, so erhält dadurch 
die obige Summe die Form^) 

— ^ ^mm ^{du — du) = — ^ ^m7n fiid(u — u) 

und es wird, wenn wir die gleiche Transformation auch auf B und f 
ausdehnen, die Gl. (7.) 

=2^m{X(Jw — ^^m^^Au + Ydv - ^^mBÖAv 

1 %rf 1 ^^'^ 

+ Z8w—~^mrdAw^ , 

endlich nach Einsetzen der Werthe von A, B, f aus den Glchg. (5.) 
1) Vergl. F. Nenmann, Einl. in die theor. Physik. S, 196. 
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0=2'»» {^*« + Ydv + Zdw] 
i ^^mm ^^ {ad Au + bSAv + cSAw} 


(10.) 

_ ^^ ' V>W (A..AA.. I A..;6A.. I A.^XA..,\ 


* '^'^mm'-^^fAudAu + AvdAv + AwtfAM;} 


= *2'"^+i* 


(13.) 


— -^^^mm'V(Q)QA9 [aÖAu + 6dA» + cdAw] . 

Dieser Ausdruck lässt sich dadurch, dass er als vollständige Variation 
eines anderen aufgefasst werden kann, bedeutend vereinfachen. Unter 
Rücksicht auf die Gleichung (4.) erhalten wir 

=2»» {X*« + YSv + Zdic} — ^ä^^mmilf(Q)AQ 

■ -h2'2»'»'"'-TkM'+(M'+(a«')*} (11-) 

Rühren die Componenten X, F, Z von Potentialkräften her, 
ist also 

SO können wir die Gleichung (11.) schreiben: 

+22^wm'V(9)(aAw + ht^v + cA«<;)* 

In dieser Form ist der Sinn des Ausdrucks: Das Gesammt- 
potential der auf den elastischen Körper wirkenden äusseren 
und Molekular-Kräfte ist ein Minimum. 

§ 44. Transformation der Summen für ein unkrjstallinisches 

Medium. 

Die hierin noch enthaltenen drei Klassen Yon Summen trans- 
formiren wir durch Einsetzen der Werthe Yon Au, Av, Ate? aus den 
Glchg. (1.) § 23, wobei wir nur die ersten Glieder berücksichtigen. 
Zunächst ist 

2 '2'2 ♦»"»' ^ «^« 

Wenn wir die Voraussetzung, dass die Structur des Mediums in 
Bezug auf die drei rechtwinkligen Goordinatenebenen symmetrisch 


6 


* 
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sei, wiederum einführen, so verschwinden alle Summen, welche un- 
gerade Potenzen von a, b, c enthalten, und es wird 

Also wird die erste der in Gl. (11.) und (13.) vorkommenden Mole- 
kularsummen 

mm' ^!^ { a Am + 6 Av + c Ate?} 

Nehmen wir noch an, das Medium sei unkrystallinisch, so werden 
die Richtungen a, b, c unterschiedslos; mithin setzen wir 

oder durch Addition aller drei Werthe 

^P = 2 »^' QtiQ). (2/) 



Durch Einführung dieser Grösse wird 



mm ^^ {aAu + fcAt; + cAw] 


^2''p\^+ff+ 


dto 


(3.) 



dy ^ dz 

Ebenso einfach lässt sich die zweite Summe transformiren. Es 
wird, da nur die geraden Potenzen von a, b, c zu berücksichtigen sind, 

fnm' -^^ { (At«)« + {Avy + (Air)*} 

-2-l(#)"+(l7)'+te)' 

Auf dieselbe Weise wird die dritte Samme der Gl. (11.) oder (13.) 


^^mm'ViQ) (aAm + bAv + cAir)* 


_ vv 


•»•H'(p){(«'f:+6*;;+^'tf)* (5.) 


^ ^ mm'M'(p) (aAw + ftAv + cAtvy 
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Wir setzen, wie in § 39, für das unkrystallinisclie Medium 

80 dass nach § 35 auch 
angenommen werden kann. Dann ist 

+aF+4T)']i- 

Damit sind sämmtliche in 61. (11.) § 43 vorkommende Summa- 
tionen nach m ausgeführt. Durch Einsetzen der gefundenen Werthe 
wird 

O^^m {Xdu + Ydv + Zdw) 


-t« 




•('■) 


+ \a;? "I" ay/ "T- Vax "^ a^/ I 

Bei Ausführung der bisher betrachteten Summen haben wir uns 
wohl gehütet, statt dieser Summen Integrale einzufiihren, da die zu 
sammirenden Functionen nicht allein innerhalb äusserst kleiner Inter- 
valle in hohem Grade ihren Werth, sondern auch ihr Vorzeichen 
wechseln. Bei den noch bleibenden Summen verhält es sich anders. 
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Diese dürfen wir in Integrale verwandeln. Denn die zu summirenden 
Functionen ti, v, w, p, G, H erleiden keine solchen Sprünge, wie bei 
der ersten Summirung die Function ^((»). 

In der Einheit des Volumens befinde sich die Anzahl N von 
Massen theilchen; dann ist die in der Volumeneinheit befindliche Masse 

Nm = 6 

gleich der constanten Dichtigkeit. Wir theilen darauf die Volumen- 
einheit in N Volumenelemente, so dass 

Ndx dy dz ^= \ 

und ersetzen m durch 

m = £ dx dy dz 

und dabei zugleich die Summation durch ein dreifaches Integral über 
den Raum des Körpers: 

=^JJjdx dy dz [X8u + Y8v + Z8w] 

+(U)"+(0+(ur+©-+(i^r+(^ri 

"1" ^ i Vä:^ "1" ^y "^ a J "T" \ay "^ ax/ 

+(U+i;;r+(if+i?rii- 

§ 45. Betrachtung des natürlichen Zustandes. 

Die weitere Behandlung der Integrale führen wir zunächst für 
den Fall durch, dass die äusseren Kräfte 

Xc=o, r=o, Z = 

sind, dass sich also das Medium im natürlichen Zustande befindet. 
Dann sind auch die Verrückungen 

w = 0, t; = 0, m; = 0, 

nicht aber die virtuellen Verschiebungen 8u, öv, 8w. Demnach bleibt 
von der Gleichung (8.) nur übrig 
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Durch partielle Integration jedes Theiles für sich wird 
= / jdy dz [p du] — /77^^ ^y ^^ fe ^^ 
+ fj dx dz [p 8v] - Jfjdx dy dz ^^ 8v 

+ / I dxdy[p dio] — / / j dxdy dz -J- 8w , 

wo die ersten Integrale sich nur auf die Grenzwerthe der zu inte~ 
grirenden Functionen beziehen, also sich über die Oberfläche des 
Körpers erstrecken. Durch Einführung des Oberfiächenelements d(o 
and der Winkel der nach aussen gerichteten Normale n der Ober- 
fläche gegen die positiven Richtungen der Coordinaten wird 

= I da [äii cos (w,a;) + öv cos (n, y) + dw cos (n,z) ) p 

-fj'fä. dy äz { \^^ *« + H d« + -^:- *«.) , ^''^ 

wo das erste Integral über die ganze Oberfläche auszudehnen ist, 
und wo die horizontalen Striche bedeuten, dass den so bezeichneten 
Grössen diejenigen Werthe beizulegen sind, die ihnen an der Ober- 
fläche zukommen. 

Ueber das zweite Integral, das sich auf den ganzen Raum 
des Körpers bezieht, ist zu bemerken, dass die zu integrirende 
Function nur für solche Stellen Werthe hat, die der Oberfläche sehr 
nahe liegen. Denn wegen der Eigenschaft der Function ^((»), für 
endliche Argumente zu verschwinden, erreicht die Summe p für 
endliche Entfernung von der Oberfläche des Körpers einen durch das 
ganze innere Medium constanten Grenzwerth (p). Für einen Punkt 
der Oberfläche hat p den Werth 

P = iCl»). (3.) 

Denn, wie (j?) eine Summe über den Raum einer Kugel mit endlichem 

oder unendlich grossem Radius ist, ebenso ist p dieselbe Summe 
über den Raum der Halbkugel, welche, da die zu summirende 
Function nur vom Radius abhängt, den halben Werth der Summe 
über die ganze Kugel hat. Ganz dasselbe gilt für die Functionen G 
und H, Es ist mit gleicher Bezeichnung 

G = K6), S^kiR), (4.) 

was wir später verwerthen werden. 

Indem wir uns zur Gl. (2.) zurückwenden, bemerken wir, dass 
dieselbe wegen der vollkommenen Willkürlichkeit der Functionen 
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du, dvj Sw nur erfüllt wird, wenn für jeden Punkt in der Ober- 
fläche 

p = 

und für jeden Punkt unter der Oberfläche 


l^ 0, fP 0, 

dp 

dz 

ist. Es muss also auch sein 


(l,) = 


und überhaupt 


j) — 0. 



(4.) 

Es fällt demnach auch in der allgemeinen 61. (8.) § 44 das 
von j9 abhängige Integral fort. Es bleibt nur in dem von G und H 
abhängigen Theile die Variation auszuführen, was keine Schwierig- 
I keit mehr hat. 


§ 46. Entwicklung der Differentialgleichungen. 

Vorher verallgemeinem und ergänzen wir die Gleichung (8.) 
§ 44 durch die Annahme, dass auch auf die Oberfläche des Körpers 
ein Druck ausgeübt werde, dessen Componenten, bezogen auf die 
Einheit der Fläche, wiederum durch 

X', r, z' 

bezeichnet werden mögen. So wird 

= fff^^ ^h dz [XÖu + Ydv + ZSw] 

+ ^ l'^' + ^ + ll)*+ (II- + ' J)"+ (II + l?)"l 1. 

wo die Grössen da, du, Öv, Sw die schon gebrauchte Bedeutung 
haben, und zur Abkürzung geschrieben ist: 

. du . dv , dw r^x 

Der von du abhängige Theil der totalen Variation des letzten 
Integrals wird 
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und durch partielle Integration des ersten Gliedes nach Xj des zweiten 
nach y^ des dritten nach B 

Das erste dieser drei Integrale bezieht sich auf die Oberfläche, das 
zweite auf den ganzen innern Raum, das dritte hat, da G und n 
im Innern constant sind^ nur Werthe f&r eine unmittelbar unter der 
Oberfläche gelegene Schicht, deren Dicke kleiner als jede mikrosko- 
pische Grösse ist. Analog gebildete drei Integrale erhält man für 
den von dv und dw abhängenden Theil der totalen Variation. 

Setzt man die so erhaltenen neun Integrale in die Gl. (1.), so findet 

«man eine Formel, in welcher die willkürlichen Functionen du, dv, Sw 
lediglich als Factoren in erster Potenz auftreten. Die Formel kann 
nur dadurch erfüllt werden, dass jede der mit den virtuellen Ver- 

' rückungen multiplicirten Grössen für sich verschwindet; sie zerfällt 
auf diese Weise in mehrere Gleichungen, aber nicht bloss in drei, 
sondern in neun Gleichungen, weil die virtuellen Yerrückungen im 
Innern des Körpers 8u, iv, 8w nicht bloss von denen der Oberfläche 

öUj Sv, dw unabhängig sind, sondern auch von den Werthen, welche 
in der unter der Oberfläche liegenden sehr dünnen Schicht gelten. 
So erhalten wir neun Gleichungen, von denen drei sich auf den 
inneren von der Oberfläche entfernten Theil des Körpers beziehen, 
drei auf die dünne oberflächliche Schicht und drei auf die Oberfläche 
selbst. Die drei ersteren werden 


(5.) 
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, jj d (du , dw\ 

"^■^ dz\dz '^ dx) 

+ ^^(|^ + |!L) 

* dx \dx * dy / 

"^ dy \dy '^ dz)^ 

worin G und H die ihnen im Innern zukommenden constanten 
Werthe annehmen. 

Nach einer kleinen Umgestaltung erhalten wir, indem wir zu- 
gleich, um den allgemeineren Fall der Bewegung mit zu berücksich- 
tigen, das d'Alembert'sche Princip zur Anwendung bringen, 

|V-_(e-8fl)0+2f(|l;. + + |;; + 2f) + 7 (6.) 

Aus diesen Gleichungen verschwindet noch das erste von G ab- 
hängende Glied, wenn wir die Relation (6.) § 44 einfahren. Die 
Formeln befinden sich, abgesehen von einer geringen Aenderung in 
der Bedeutung der Grössen X, Y, Z, in vollkommenster üeberein- 
stimmung mit den Navier'schen Differentialgleichungen (7.) § 35 und 
(7.) § 40. 

§ 47. Allgemeine Untersuchung der ErSftefunction. 

Dagegen finden wir für die Oberflächenbedingungen, welche ent- 
stehen, indem die Factoren von Su, dv, öw der Null gleichgesetzt 
werden, keine Uebereinstimmung mit den auf anderem Wege abge- 
leiteten Gleichungen. Wir erhalten in denselben die Factoren G und H 

statt {G) und {S) oder statt 2G und 2H. Zudem entsteht eine 
Unsicherheit über die Art und Weise, wie die für die oberflächliche 
dünne Schicht geltenden Gleichungen zu benutzen sind. 

Der Grund hiervon liegt darin, dass wir in § 44 bei der Ein- 
führung der Werthe von Aw, Av, ^w in die Gl. (11.) § 43 alle die- 
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jenigen Summen = gesetzt haben, welche ungerade Potenzen von 
a, &, c enthielten. Dies ist für jeden Punkt^ der nicht nahe an der 
Oberfläche liegt, streng richtig, dagegen nicht für solche, die der 
Oberfläche selbst oder der unmittelbar unter ihr befindlichen dünnen 
Schicht angehören. Die beiden ersten Integrale der 61. (4.) § 46 
und der entsprechenden von dv und dw abhängenden sind also nicht 
vollständig, sondern es fehlen Glieder, die nicht Null zu sein brauchen, 
üeber diese Glieder werden wir im Folgenden eine Untersuchung 
anstellen, die zwar nicht auf die Strenge Anspruch machen kann, 
mit welcher wir die Differentialgleichungen für das Innere abgeleitet 
haben, die indess für die meisten speciellen Fälle vollständig zu 
rechtfertigen ist. Wir werden nämlich von den Vorgängen in jener 
unendlich dünnen Schicht abstrahiren. Dies ist ohne Zweifel in den 
vorzugsweise mit der Theorie verfolgten Beispielen erlaubt; doch 
giebt es Erscheinungen, z. B. die Dispersion des Lichts und die 
Fluorescenz, für welche dies nicht gestattet ist. Diese bleiben also 
von der Betrachtung ausgeschlossen. 

Ausser den Summen jp, G, H treten in dem vollständigen Aus- 
druck, wie er aus der Gl. (11.) § 43 sich ergiebt, wenn man alle 
Glieder berücksichtigt, noch eine Reihe von Summen auf, zunächst 

A.«^-^«'^ i>«=2''».«*^ fts^^-i«^^ 

j,„=2'^.6«*M p^=.;^m,i»m p„=^;2m,ic^il.) 

wo 

Pii °™ Pii > Pia "^ Pst > Pa °^° Psi > 
und für unkrystallmische Medien, docli nur für Punkte im Innern, 

Pn ='Pn = Pss='P 
Pii =■ Pts = Pss = 
ist; ferner 

2G,,=^m'a'bV(Q) 2G,,=^m'b''cV(Q) 2G^,^^m'<^a^(Q) 

2G,,^2mab'ViQ) 2G,^='^m'b(?^{Q) 2G„=2*"'o»cY(p) (2.) 

2H^=^m'b*<*'V{Q) 2flj =^»»'c*o«Y(p) 2H^^^m'a*W{Q) 

2Ii ^^ma^bc^Vio) 21^ ==^m'a¥c'¥(Q) 27, =^w'a6c*Y(<>), 
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welche Grossen ebenfialls für unkrystallinische Medien and ftlr Punkte 
im Inneren dorch die Relationen 


G 


li 




G, 


G, 


m 


""«8 ^3« "'S! ""13 





JJg =s S^ 


{S) 


(2-) 


= /, =0 


21 

Ix =1, 

verbimdeii sind. An Punkten, welche sehr nahe an der Oberfläche 
liegen, haben wir dagegen für alle diese Functionen ungleiche Werihe 
einzuführen, da die Ausdehnung der Summationen nach a, b, c yer- 
schieden sein kann. 

Unsere Untersuchung wird auf zwei besondere Punkte gerichtet 
sein. Wir werden zunächst nachweisen, dass, wenn auf die Aende- 
rung der Constanten in der Nähe der Oberfläche Rücksicht genommen 
wird, ebenfalls diejenigen Glieder fortfallen, welche p enthalten, sowie 
diejenigen, in denen ungerade Potenzen von a, 6, c vorkommen, dass 
also die sich unmittelbar aus dem Vorigen ergebenden Oberflächen- 
bedingungen der Anzahl der Glieder nach vollständig sind. Zweitens 
werden wir zeigen, dass wir bei der Herleitung dieser Oberflächen- 
bedingungen verfahren können, als seien die Functionen G und H 
überall constant. 

Der vollständige Ausdruck der Variation der Kräftefunction ist 
nach Gl. (11.) § 43 unter Hinzufügung des in GL (1.) § 46 einge- 
führten über die Oberfläche sich erstreckenden Integrals 


= 


^m {Xäu + Ydv + Zöw) 

+ 6jdG} [Xd^ + Yli + Z'dw] 


' 2^^mm 


-i 


(aAu + 6At; -}- cAto) 


+^^mfn'^ {iAuy-\-(Avy + {Atvy) 


(3.) 


► • 


+^^mm 




(aAu + bAv + cAwy 


Nun ist nach den Glchg. (1.) § 23 


Ali 
Av 
Aw 


du , -L du 


= a 


= a 


dv 
dx 

dtv 

dx 


+ i 


cy 

dv 

dy 


+ c 




du 

dz 

dv 
"dz 

dio 

Ti 


(4.) 


dw 

dw 
dz 

dw 

dw 
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also ist 

(A.).+ (A.)'+ (A«,)'- «•((1^)'+ (!!-)•+ (^)'\ 

' l^a: ^y ~^ dx^y "* dx dy J 

+''I(If)'+(I7)'+(4|)'1 ''•' 

' l öy öj? ' öy ^^ ' 5y dz ] 

' \ dz dx * dz dx* dz dx j 

Setzen wir diese Werthe in die 61. (3.) und benutzen wir die in den 
Glcbg. (1.) und (2.) gegebenen Abkürzungen^ führen wir femer, wie in 
§ 44, für die zweite Summe ein dreifaches Integral ein, so erhalten wir 

= /TA^ ^y ^^ {^*** + ^*^ + ^^^) (6) 

+ rkci{Z'ihi + Y'Si + Z'dw) - ^SP - \dQ - dB, 
worin die Grössen P, Q, R folgende Bedeutung haben: 

, dSv , ddv , ^^t? ,->. 

, ^^ti; , ddw ^^ dSw 

+ JPis "aF "•" ^" ay + ^w "äT" 

Setzen wir ferner zur Abkürzung 

du , du . du dv , dv . dv 

'^i=PnJ^+Pi2j^+PiB-^ ^i=Pnj^ + Pi2j^+PiS-§ 


du , du , du dv . dv . dv 

«2 = JPl2-ä^ + P28-ä7+l>23-ä7 ^^=Pi2~if^+Pn-',y-+P2B ^^ 

du . du . du dv . dv . dv 

«3 == PlS gi + Äs ay + JP33 -gy Vs .= Pj3 ^^- + /)23 -gy + 1)33 -^— 

^«7 , dw . dw (S.) 

f^i=PnJ^ + Pi2-^y + Pis-3-7 ^ ^ 

dw _.. dw ^^ dw_ 
^2 —Pii-^-T P22 ^y -r Äs ^2 

W^3=Ä3-ä^+l>23 ^y +Ä3-ä7; 
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so wird ebenso 

ddu 

3 dz 


sQ "JJJ^^ ^y ^^ |**i "^ + ^^ -j^ + ^ 


^3 dz 


, ^^U7 , r^ti; , d9w \ 

Endlich erhalten wir 

SR =ffß^ dy dz { l^n ^ + Vu \'^ + U, 

wenn wir bezeichnen 

^n — ^idx^ ""» ay ^^ ^« dz ^^^\dz + ay/ 

+ ^>3 (w + 'är) + ^" w + "äi") 

TT IT ^" 1 rf ^^ _L 17 ^«^ _I_ /^ / ^*' _L ^"'\ 

t^« — -ÖS ä^ + t^» "ä^ + -öl -ä7 + ^» ItT + "ä^T/ 

^^ •'s \ aa; ^ a« / ^ ■'« V ay ^ a« / 

TT —r ^^ ^ T ^^ ^ n ^^ A T (^^ ^^^\ 

t^is — t^ij aif i- J« -g-y- -h t'st ar "^ "'» v a7 "•" jyV 

+ ^. (^^ + ',:-) + ^. (t- + 1:-) 

In dieser entwickelten Form unterwerfen wir die Glieder der 
Gl. (6.) einer näheren Discussion, und zwar jedes der drei letzten 


§ 48. Kräftefnnction Theil I. 95 

Glieder dP, dQ, dB für sich, wobei wir die schon erwähnte Voraus- 
setzung benutzen ; dass von den Vorgängen in der unendlich dünnen 
Oberflächenschicht abstrahirt werden kann. 

§ 48. Untersuchung des ersten Theils der ErSftefunction. 

Wir untersuchen zunächst den ersten Theil dP. Die Function 
dP ist nach Formel (7.) § 47 ein aus neun Termen bestehendes 
dreifaches * Integral. Die drei ersten Terme, welche Differential- 
quotienten nach dx enthalten, integriren wir partiell nach dieser 
Variablen, die drei zweiten nach y, endlich die drei letzten nach js. 
So erhalten wir, indem wir in die integrirten Theile das Ober- 
flächenelement d(D durch die Formeln 

dy dz ^= den cos (n^x)] dz dx^^da cos (n^y)] dxdy^^d&coB{n,i!i) (1.) 

einfuhren, in welchen n die nach aussen gerichtete Normale des 
Elements dco bedeutet, 

dP =J d(o I {pii cos (n, x) -f-pig cos (n, y) -f p^^ cos (n, 0) ] du 
+ {i>i2 COS («, x) + jpgg COS (n, y) + p^^ cos («, ß) } äv 
+ {Pii cos (w, x) +p^ cos (n, y) + p^ cos (n,g) } öw ] 


-fffä. äy ä.[[PP^ + ^ + ^^] ,« 


(2-) 


dx dy ^ de 

Hierin erstreckt sich das erste Integral über alle Elemente dao der 
Oberfläche des elastischen Körpers, das dreifache über sein ganzes 

Volumen. Die Grossen i^n, p^^ etc., d«, Sv, öw bezeichnen die Werthe, 
welche die Functionen jp^, p^^ etc., tfw, dv, dw an der Oberfläche 
annehmen. 

Da die Grössen p nach dem Früheren im Innern des Körpers 
constant sind und nur in unmittelbarster Nähe der Oberfläche variiren, 
so verschwindet in der Glchg. (2.) die unter dem dreifachen Integral- 
zeichen stehende Function für alle Werthe im Innern, und die Inte- 
gration braucht nur über die zunächst unter der Oberfläche liegenden 
Theile des Körpers ausgedehnt zu werden. Es ist demnach vortheil- 
haft, das Baumelement durch das Oberflächenelement und das der 
Normale auszudrücken; also zu setzen 

dx dy dg s=s d(o dn. 
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so dass man nach d(o über die ganze Oberfläche zu integriren hat, 
nach dn von einem negativen n, dessen absoluter Werth gleich oder 
grosser ist als die sehr kleine Dicke der oberflächlichen Schicht, in 
der die p variiren, bis an die Oberfläche, also bis n =» 0. 

Wegen dieser sehr geringen Dicke der Schicht können wir uns ohne 
Bedenken die Vorstellung machen, dass die p nur in der Richtung der 
Normale variiren, dass sie also innerhalb eines nicht zu grossen Stückes 
der oberflächlichen Schicht in gleicher Tiefe unter der Oberfläche überall 
gleichen Werth haben. Unter dieser Voraussetzung können wir alle 

Differentialquotienten der p durch den nach der Normale, durch -^ 
ausdrücken, und zwar nach den für alle p geltenden Formeln 

|f-|jco8(n,a;);|j = |jcos(n,y); |j = ||- cos (n, 5). (4.) 

So erhalten wir statt der Glchg. (3.) 

*^ =J ^^ { {Pn cos (n, x) +Ä, cos (n, y) + jp,, cos (n, e) } Su 

+ [pi^ cos (n, x) + P22 cos (n, y) + P^ cos (n, 0) ] Sv 

+ {Pn cos (n, x) + p^^ cos (n, y) + ftg cos (w, 0)]dw] 
(5.) 

— fäm fdn [ f ^£n. cos (n,x) + ^?i«. cos(n,y) + iP}± cos (n,z) ] du 

tJ 9/ [^ dn dn dn J 

— n 

+ (■%^cos(n,:r)+^cos(n,y) + 4^cos(n,5))*u 
+ l^£ii.cos(n,x) + ^Pß±cos(n,y)+^hLcos(n,0)]öw\' 

l <2n dn dn J J 

Wir lassen ausserdem eine Voraussetzung in Bezug auf die 
Functionen Su, dv, 8w eintreten. Dieselben sind Functionen der 
Lage von da und dn. Wir nehmen an, dass alle Theile des Cy- 
linders, dessen Axe n und dessen Basis den ist, dieselbe Verschiebung 
erleiden, dass also dt«, dv, dw in jener Schicht von n unabhängig 
sind. Hiergegen ist kein Einwand möglich, wenn wir uns nur be- 
wusst sind, dass wir nur einen speciellen Fall betrachten. Unsere 
Voraussetzung fingirt, der kleine Cylinder sei ein fester Körper, der 
sich ganz bewegt, ohne innere Aenderung zu erleiden, d. h. wir ab- 
strahiren von den innem Bewegungen in dieser Oberflächenschicht. 

Unter dieser Voraussetzung nun, dass dUj dv, dtv von n unab- 
hängig sind, kann man im zweiten Theile der Glchg. (5.) die Inte- 
gration nach n ausführen, da dann nur die p als Functionen von n 
zu betrachten sind. Man erhält so 
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d P =Jda) I {jpii cos (n, x) +i>i2 cos (w, y) +|)i3 cos (n, jp) } iw 

+ {Pii cos (n, a?) + ftg cos («, y) + fts cos (n, ^) } *t; (6.) 

+ [Pu cos (n, x) +1)88 cos (w, y) + p^ cos (n, ^) ) *u^ } , 

wo den Grossen p und den Variationen du^ dv^ 8w diejenigen Werthe 
za ertheilen sind^ welche ihnen unter der Oberflächenschicht zu- 
kommen. Was die letzteren tfw, ivy Sw betrifft, so sind ihre Werthe 
nach der soeben benutzten Vorausetzung dieselben, wie in der Ober- 
fläche selbst duj dv, dw. Dagegen stimmen die Werthe der p unter 
jener Oberflächenschicht vielmehr überein mit den Werthen (p), 
welche sie im Innern des Körpers besitzen. Es ist also aus der 
Formel die Veränderlichkeit der Molekularsumme p in der Nähe der 
Oberfläche vollständig verschwunden, sie enthält nur die constanten 
Werthe im Innern des Körpers. 

Wegen der Voraussetzung über die Symmetrie des Körpers ver- 
schwinden nun von diesen Grössen alle diejenigen im Innern des 
Mediums, welche von ungeraden Potenzen der relativen Coordinaten 
a, b, c abhängen. Es ist also 

= (l>i,) = (i)i3) = (J?^) (7.) 

und es wird 

dP =ye?ci{(i),i)cos(n,a;)*w4-(p22)cos(n,y)*t;+(jP38)cos(n,j?)*w?}. (8.) 

Wenn das Medium unkrystallinisch ist^ so ist 

(Pii) = (l>2s) = (A3> = 1>> (7 '.) 

also folgt 

dP =Jd<o (p) [ du cos (w, x) + Sv cos (n, y)'\-dw cos (n, js) ] . (9.) 

Für den Ruhezustand des Körpers im natürlichen Zustande, 
d. h. ohne äussere Kräfte, muss diese Function verschwinden. Denn, 
wenn die Kräfte 

X = 0, r« 0, z= und z' = 0, r = 0, z' = 

sind, so sind auch keine Verrückungen vorhanden, also ist 

M = 0, t; := 0, m; = 0; 

es verschwinden aber nicht äuy dv, dto, sondern dies sind total will- 
kürliche Functionen. Für den natürlichen Zustand des Körpers 

Neumann, Elasticitjlt. 7 
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redacirt sich also die Formel (6.) § 47 auf die einfache Gleichung 

= «P. 


Wegen der vollkommenen Willkürlichkeit der Grossen du, dv, dw, 
welche nach Glchg. (9.) in SP enthalten sind, kann die letzte Glei- 
chung nur erfüllt werden, wenn 

(p) = 0. (10.) 

Diese Grösse aber ist eine Constante; der erste Theil der Eräfte- 
function 8P verschwindet also bei jedem Zustande des 
Körpers: 

dP — 0. 

Dies ist bewiesen mit Rücksicht auf die Verschiedenheit des 
Mediums an der Oberfläche, unter der Voraussetzung, dass von den 
Vorgängen in der Oberfläche selbst abgesehen werden könne. 

Dasselbe Resultat hätte sich auch für einen krystallinischen 
Körper aus der Formel (8.) ersehen lassen; damit für den natür- 
lichen Zustand 8P verschwinde, müsste sein 

= (Pii) — CP22) = (fts)- (11-) 

Es ist also allgemein 

= *P (12.) 

für krystallinische, sowie für unkrystallinische Körper. 

§ 49. Untersuchung des zweiten Theils der Eräftefunction. 

Wir beweisen ebenso, dass der zweite Theil des Potentials der 
elastischen Kräfte Q aus dem Resultate verschwindet, und dass wir 
somit in der ersten Betrachtung (§ 45 und 46) Recht gehabt haben, 
nur den dritten zu berücksichtigen. 

Die Variation des zweiten Theils ist in Formel (9.) § 47 an- 
gegeben. Durch partielle Integration verwandelt sich dieselbe mit 
Hülfe der Formeln (1.) § 48 in 

* ö = ^ / rfß> { Ml cos (w,a:) -f- w, cos (n,y) -f- u, cos (n,z) } öu 

Hierin bedeutet das Zeichen Z eine Summe nach dem Zeichen Uy 
dem die Werthe n, r, tr beizulegen sind. Die horizontalen Striche 
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bezeichnen wie bisher die speciellen Werthe der Functionen an der 
Oberfläche. 

Beziehen wir das dreifache Integral auf Stellen im Innern, so 
erhalten wir einen Aasdruck, der nach den Formeln (8.) und (9.) 
§ 47 die Grossen (p) als Factoren enthält, also nach Glcbg. (11.) 
§ 48 gleich Null ist. Demnach kann man sagen, dass die Integrationen 
in Glchg. (1.) nur über diejenigen Theile des Körpers auszudehnen 
sind, welche näher als eine mikroskopische Grösse an der Ober- 
fläche liegen. Wir führen daher das Raumelement wieder in der 
Form d(odn ein 

da dn = dx dy dZj 

wo dn das Element der Normale, d(o das der Oberfläche ist; 
*C = ^ / db {wiCos(w,a?) + t*gCos(n,y) + «i3COs(n,jgr)} dw 


— n 


WO n in der Grenze des Integrals wieder die Dicke der sehr dünnen 
Schicht unter der Oberfläche bezeichnet, in welcher die p und damit 
die mit Indices versehenen ti^ v und w variiren. 

Aus dieser sehr dünnen Schicht denken wir uns ein prismatisches 
Stück ausgeschnitten, dessen Basis zwar sehr klein, aber doch im 
Verhältniss zur Höhe, welche gleich der Dicke der Schicht ist, als 
sehr gross angesehen werden darf. In diesem abgeschnittenen Stücke 
— setzen wir voraus — sollen alle Stellen dieselbe Verrückung er- 
leiden. Das Prisma verhält sich also wie ein vollkommen fester 
Körper. 

Wir bilden den Theil von öQ, welcher diesem Prisma entspricht, 
wir führen also die Integrale in Glchg. (2.) über Oberfläche und 
Inhalt dieses Prismas aus. Dabei vernachlässigen wir wegen der 
E^leinheit der Höhe die vier Seitenflächen gegen die beiden Grund- 
flächen« Da nach der Voraussetzung im vorigen § die p nur inso- 
fern von Xy y, z abhängen, als sie mit n variiren, so gilt nach den 
Glchg. (8.) § 47 dasselbe von den Grössen u^, ^f ^y ^i ^tc. Es 
ist also 

du. du, f ^ du^ du, , >. ^u« du. , \ /o ^ 

und daraus 
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/"»te+^+^j'» 


•II 




"V ^^ 145" ^^® (**' ^) + "^ ^^^ ^^' j') + ^^^^ («,^)}*w '-^ 


— n 


= (mj cos (W; a?) + w» cos («, j^) + W3 cos (n, z) } tf w 
— {«1 cos (n, a?) + Mj cos (n, y) + Wj cos (n, 0) } du, 

da die Cosinus und du von n nicht abhängen. Das erste Glied 
dieses letzten Ausdrucks bezieht sich, wie die horizontalen Striche 
andeuten, auf die äussere Oberfläche, das zweite auf die nahe unter 
der Oberfläche liegende Basis des Prismas. 

Setzen wir aus GIchg. (4.) den Werth des Integrals in Glchg. (2.), 
so folgt 

8Q = ^ I da)[ui cos (n, x) + w« cos (w, y) + ^ cos (n, js) } du, (5.) 

worin alle variabelen Grössen sich auf Stellen beziehen^ welche die 
innere Grenze der Oberflächenschicht bilden. Die auf die Oberfläche 
bezüglichen Functionen sind demnach auch hier verschwunden. Da 
nun nach den im vorigen § gegebenen Formeln die Functionen p im 
Innern und auf der Grenze gegen die Oberflächenschicht «= sind^ 
so sind an diesen Stellen auch u^, u^, u^, v^ etc. «=0. Es ver- 
schwindet also auch die rechte Seite der Glchg. (5.) und es wird 
der zweite Theil der Variation des Potentials 

äQ = 0. (6.) 

Dieses Resultat ist nach dem Schlüsse des vorigen § unabhängig von 
einer Voraussetzung darüber, ob der Körper krystallinisch oder un- 
krystallinisch ist; es ist nur erforderlich, dass abstrahirt werden 
kann von den Verschiebungen in der Oberflächenschichi 


§ 50. Untersuchung des dritten Theils der Eräftefanction. 

Der dritte Theil der Kräftefunction bedarf kaum noch einer 
näheren Erörterung; es genügt vielmehr eine Becapitulation des 
über die beiden ersten Theile schon Gesagten. Behandeln wir den 
in der Glchg. (10.) § 47 angegebenen Ausdruck dieses dritten Theils 
ebenfalls durch partielle Integration, so finden wir 
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{ Uli cos (n, x) + f/,2 cos (n, y) + 17,3 cos (n, je?) } dw 
d JS «=^Jdm + { i7i2 cos (n, x) + 11^^ cos (n,y) + I/gj cos (n, jer) } dv 

+ { ^3 cos (n, X) + Z7g8 cos (w, y) + Ü53 cos (n, ff)}dw 




-fffdxdydz\[^ + 


du,, , ao;, , at/;. 


du„ 


II 


8y 


+ 
+ 
+ 


dz 

du, 


ts 


dz 


du, 


8S 


8« 




(1) 


WO das erste Integral sich über die Oberfläche, das zweite sich über 
den Raum des Körpers erstreckt. Dieses zweite dreifache Integral 
zerfallen wir in zwei Theile, yon denen sich einer auf den inneren 
Raum des Körpers bezieht; der zweite auf solche Stellen; welche un- 
mittelbar unter der Oberfläche liegen. 

Im innem Räume haben wir nach den Formeln (11.) § 47, 
da hier die in den Gleichungen (2^) § 47 »= gesetzten Glieder 
fortfallen; 


ü; 


11 




dx 


dy 


^22 =-03 a^ + G^2 g^ + ^1 

^33 = -Sa tu: + Si ^ir + ^8 


dz 
dw 

äJ 

du) 


^.-■^.(ij+i?) 


dz * dy 


(2.) 


\dy 


^1« — ■"» '"^IT "I" gx 


ö« ' "* 8y ^^ ' dt 

wo die G und H constante Grössen sind. Also wird der auf den 
inneren Baum bezfigliche Theil des Integrals 

(^ d*u ,„ d (du,ndv\ 


dl ^Jjjdx dy de 


+ 1^» I^ (äJ +2 dj) + ^» "äF 


woriD; wenn das Medium unkrystallinisch ist; 


(3.) 
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G. = 6?, = ©3 = (G), H, == H, = H, = (H) 

ZU setzen ist. 

Mit dem zweiten Theile des dreifachen Integrals ^ der sich aaf 
die Oberflächenhülle bezieht, verfahren wir wie in den beiden letzten 
Paragraphen. Wir setzen 

dx dy dz = dcadn 

und führen ein, dass die G und H und daher auch die Z7 in dieser Schicht 
nur mit n merklich variiren. Dann wird dieser Theil des Raumintegrals 


S ^ffdfxi dn \ + fc' cos {n,x)+^^ cos {n,y)+^ cos (n,^)) Sv 


^+ &'c<^8(*^>^)+^^^s(n,y)-f 


dU. 
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dn 


COS 


{n,ß)]8w 


(5.) 


worin für die U die vollständigen Werthe aus den Glchg. (11.) § 47 
einzusetzen sind. Beziehen wir dieses Integral wieder auf ein Prisma, 
wie im letzten §, das wir als vollkommen starr ansehen, so dass 
6uy 8v, 8w constant sind und gleich den Oberflächen- Werthen 


so können wir die Integation nach dn ausführen und erhalten 

f/ji cos {n,x) + C/i2 cos (n,y) + t^is cos (n, z) } 8u 
Uli cos (nyx) + ?7i2 cos (n,y) + ü^g cos (w, je?) } die 
f7j2 cos (n,x) + t722 cos (n,y) + CTga cos (n, ;?) } di; 
[7", 2 cos (n^x) + C/22 cos {n,y) + tTgs cos (n, z) ] 8v 
I7i3 cos (w,x) + Z728 cos (n,y) + C/33 cos (w, ;ej) } Sw 
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fda> 


+ 


+ 


(6.) 


t/i3 COS (w,a?) + C^23 cos (n,y) + U^ cos (w, ^e?) } dw - 

worin die U ohne Strich denselben Werth haben, wie im Innern des 
Körpers, also aus den Glchg. (2.) £U entnehmen sind. 

Setzt man endlich die Werthe von 81 und SO aus den Glchg. 
(3.) und (6.) in die Glchg. (1.) statt des letzten Integrals, dessen 
Werth sie zusammen darstellen, so findet man 

8R 81 

[ ZJji cos (n^x) + t/12 cos (w, y) + t/u cos (m, z) ] 8u 
+ { f7i2 cos (w, x) + f/22 cos (n, y) + Djs cos (n, je?) } dt; . (7.) 
+ { C/i3 cos (n, x) + C/23 cos (m, y) + Ü33 cos (n, z)}8w 


+fd 


<o 


§ 51. SchloBsformeln. 


103 


Es sind also ebenfalls aus diesem dritten Theile der Variation des 
Potentials die Werthe von G und H an der Oberfläche verschwunden^ 
und nur die Werthe eingetreten, die ihnen im Innern des Körpers 
zukommen. Folglich sind wir berechtigt, unsere frühere Betrachtung 
so durchzuführen, als seien die mit G und H bezeichneten Summen 
constant; aber immer mit der Beschränkung, dass wir uns nicht be- 
kümmern um den Vorgang der Verrückungen in der oberflächlichen 
Schichi 


§ 51. SchluBS. Aufstellung der Differentialgleichungen und 

Grenzbedingungen. 

Setzen wir nun die Werthe der Functionen dP, dQ, ÖE aus den 
Formeln (11.) § 48, (6.) § 49 und (7.) § 50 in die Formel (6.) § 47, 
welche der Ausdruck des Princips der virtuellen Geschwindigkeiten 
ist, so findet man 

0==-fffdxdydz{Xdu+Ydv+Zdw}+fda{X'JH 


'^fffi^ ^y ^^ 


■^ \^^ J^ + ^« ^.,t+Hl 


dy' 


^ dxdz 
+ 2H,Z;-]8v 


+ ^^' dydT 


dydx 




dzdx 


+ 2ff.wl*«- 


czdy 


+ { üii cos (n, x) + üig cos (n,y) + U^^ cos (n, z) ] öu 
jdm I + { J7i2 cos (n, x) + U^ cos (n, y) + C/gs cos (w, 0)]8v 
+ [ ^13 cos (n, o;) + iJga cos (n, y) + U^^Q,o^{njZ)]8w] 


I 


(1.) 


worin die dreifachen Integrale über das ganze Volumen, die andern 
über die ganze Oberfläche des elastischen Körpers auszudehnen sind; 
die Werthe der Functionen ü sind aus den Glchg. (2.) § 50 zu 
entnehmen. 

Die Gleichung (1.) kann bei der voUkommnen Willkürlichkeit 

der Functionen du, dt;, 6w und ihrer Grenzwerthe du, dt;, 8w nur 
bestehen, wenn die Factoren dieser sechs Grössen jeder für sich ver- 
schwinden. Sie zerfallt also in «echs Gleichungen, von denen drei 
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für jede Stelle im Innern des Körpers, drei fiir jeden Punkt der 
Oberfläche gelten. Bei der Aufstellung dieser Gleichungen ändern 
wir, um Uebereinstimmung mit den früher in § 41 gebrauchten 
Zeichen zu erreichen, die Bezeichnung dahin ab, dass wir setzen 

G, = ^; ö, = 5; G, = C; 

so erhalten wir, indem wir die Factoren der Variationen du, dv, iw 
der Null gleich setzen, die drei Differentialgleichungen 

welche die Bedingungen für das Gleichgewicht jedes Punktes 
im Innern des Körpers enthalten. Setzen wir ebenso die Factoren 

von du, dvy Su) gleich Null, so erhalten wir als Bedingungen für 
die Grenze des elastischen Mediums die Gleichungen 

= X-(^g^ + C;^ + 6 ^jco8(n,x)-c(^+ g^)co8(n,y) 

Für den Fall der Bewegung ist zu den Glchg. (3.) die Com- 
ponente der Beschleunigung negativ hinzuzufügen. Bezeichnet £ die 
Dichtigkeit des Körpers, so werden diese Gleichungen 

A V ^''* I A ^'** I ^*^ I t ^'w 10 ^'t; , cir ^'«^ 


df" ^^ dz^ ^ dx^ "^^ dy* ^ "" dzdx^"''* dedy 
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Die Grenzbedingungen (4.) bleiben für diesen Fall ungeändert. 
Die Glchg. (4.) und (5.) stimmen mit den in § 41 für krystallinische 
Medien abgeleiteten Gleichungen vollkommen überein. 

Für unkrystallinische Medien ist 

Ä'=-B^C=K) a = b = c = Jc] (6.) 

flir diese werden also die Glchg. (5.) 

in vollkommener Uebereinstimmung mit den oben entwickelten 
Glchg. (6.) § 46. 

Führen wir aber die Beziehungen (6.) in die Grenzbedingungen 
(4.) ein, so erhalten wir 

+* (i7 + -|i") ""(»•!')+* (-|r + -fe) «»'(">») 1 
»-^•-|(^lr+*(^+-&))"'(«.») 

+* (4f + -If) '=°' ("• *)+*(!?■+ -ff) «»'("•!') 1 • 

Mit den Resultaten von Na vi er und Poisson sind die erhalte- 
nen Gleichungen in Uebereinstimmung, wenn noch gesetzt wird 

K=3h. 

Sind zwei Medien in Berührung mit einander gegeben, so 
kann man die Gleichungen nach derselben Methode herleiten. Man 
hat in diesem Falle die Summe von zwei Integralen über beide 
Korper zu untersuchen. Man erhält daraus zwei solche Systeme von 
Gleichungen wie (5.) oder (7.), aber beide mit verschiedenen Con- 
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stanten, und wenn man an der gemeinschaftlichen Grenze von den 
Vorgängen in der Oberflächenschicht abstrahirt, so findet man als 
Bedingung für dieselbe drei solcher Gleichungen ^ wie (4.) und (8.), 
wenn in denselben X', T", Z' ersetzt werden durch Glieder^ welche 
den übrigen Theilen dieser Gleichungen analog mit andern Con- 
stanten gebildet sind. Zu diesen treten noch drei neue Bedingungen, 
welche aussagen, dass die Oomponenten der Verrückungen in beiden 
Medien gleich sind. Diese Bedingungen ergeben sich ohne Weiteres 
daraus, dass das kleine in der Oberfläche gedachte Prisma fest sein 
soll. Vergl. § 33. 


9. Die Temperaturveranderangen als Ursache der 

molekularen Verrtickungen/) 

§ 52. Ausdehnung durch die Wärme. 

Wir haben bisher immer angenommen, dass äussere Kräfte und 
Druckkräfte auf die Oberfläche die einzigen Ursachen der Ver- 
rückungen und der Molekulardrücke seien. Es giebt aber noch eine 
andere Ursache, durch welche gleichfalls Verschiebungen innerhalb 
des Mediums hervorgebracht werden. Dies sind die Temperaturver- 
änderungen. Um diese in die Betrachtung einzuscbliessen, bestimmen 
wir die Werthe von m, v, w, wenn die Temperatur nicht gleichförmig, 
sondern an verschiedenen Stellen des Mediums verschieden, also eine 
Function von x, y, z ist. Diese Untersuchung bleibt nicht ohne 
Einfluss auf die Dififerentialgleichungen für die Bewegung der Wärme, 
vielmehr erfahren die Fourier'schen Dififerentialgleichungen eine 
wesentliche Berichtigung. 

Der natürliche Zustand, wie wir ihn bisher betrachtet haben, 
bezieht sich auf einen bestimmten constanten Temperaturzustand des 
Mediums. Legen wir eine Ebene durch das Medium, so erhalten wir 
dadurch zwei Theile, deren Entfernung von einander gleich dem Ab- 
stände y zweier Nachbartheilchen ist. So lange sie sich in dieser 
Entfernung befinden, sind keine Ejräfte thätig, die eine Bewegung 
veranlassen könnten. Die obere Hälffce ist also frei beweglich 
gegen die untere. Es entstehen aber sogleich Kräfte, sowie eine 
Bewegung der einen Hälfte erfolgt ist. Die Entfernung y, in der 
keine Kräfte thätig sind, ist durch die Gleichung (4.) § 38 bestimmt, 
welche die Bedingung ai^sdrückt, dass die der Trennung beider Theile 
sich widersetzende Normalcomponente des Molekulardrucks =» sei. 
Statt dieser Gleichung schreiben wir die Abkürzung 

Fir) = o (1.) 

1) Duhamel, Mto. prds. ä TAcad. de Paris. T. V. 1888. p. 440. F. Neu- 
maniiy Abhandl. d. Berl. Akad. ans d. Jahre 1841. C. W. Borchardt, Monatsber. 
d. Berl. Akad. 1873. S. 9. 
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oder^ da die zwischen zwei Theilchen wirksame Molekularkraft ^(^) 
aus einem abstossenden und einem anziehenden Theile besteht, 

A5(y)--B,e(y) = o, (2.) 

WO ^(y) eine Function ist, welche aus der Abstossung und ^(y) 
eine solche ist, welche aus der Anziehung entsteht; A^ und £^ sind 
Constante. 

Nehmen wir nun an, die Temperatur wachse um s Grade, so 
wächst, wenn s nicht sehr gross ist, die Abstossung s proportional. 
Das Gesetz der Abstossung ^(y) als Function der Entfernung y wird 
sich daher nicht ändern, wohl aber die Intensität der Wirkung, weil 
wir uns die Temperaturerhöhung so vorstellen können, als habe der 
abstossende Theil eines jeden Theilchens, etwa seine Aetheratmosphäre 
zugenommen. Ist nun q eine der specifischen Wärme proportionale 
Constante, also qs der zugeführten Wärmequantität proportional, so 
wird die Abstossung 

(^1 + 3«) |(y) - Bi 6(y) > 0. (3.) 

Es tritt also eine Entfernung ein, und y wächst um Ay «=> 6. Durch 
Entwicklung nach Potenzen yon 6 erhalten wir hieraus nach der 

• 

Gleichung (3.) die Formel 

a I 1 (4-) 

= ism + rj:^ [AUr) - -BigW) f + • • •, 

welche wir zur Bestimmung von 6 verwenden können. 
Hierfür schreiben wir einfacher 

0=PiS + q^j (5.) 

und bemerken, dass p^ und q^ constante Grössen; denn in die Ent- 
wicklung (4.) ist y mit dem constanten Werthe einzusetzen, welcher 
durch die Gleichung (2.) bestimmt ist und für den Nullpunkt der 
Temperatur s = gilt. 

Aus dieser Gleichung folgt, dass die Temperatur s der linearen 

Ausdehnung — proportional ist Dies Resultat giebt die Grenze an, 

innerhalb deren wir die noch folgenden Ergebnisse der Theorie an- 
wenden dürfen, nämlich so lange, als die Zunahme der Temperatur 
der linearen Dilatation proportional bleibt. Ist dies nicht mehr der 
Fall, so müssen auch die höheren Potenzen von 6 berücksichtigt 
werden. Bei festen Körpern ist jenes Gesetz, dass Temperatur und 
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Dilatation proportional seien, noch erfüllt innerhalb eines Temperatur- 
intervalls von etwa 50®.^) 

§ 53. Thermischer Druck. 

Wir beziehen unsere Formel (5.) § 52 statt auf den Querschnitt 
einer Molekelreihe auf die Einheit der Fläche und erhalten so durch 
die dazu nothige Aenderung der Constanten die Gleichung 

0==ps + h^. (1.) 

In dieser Gleichung hat jedes Glied seine physikalische Bedeutung; 
das zweite Glied ist der bisher betrachtete Theil des Molekular- 
drucks, bei dem die Temperatur noch nicht berücksichtigt ist, und 
zwar der Druck; der bei einer Entfernung der beiden Hälften des 
Mediums um die Grösse ff über den bei der Temperatur ^ <= statt- 
habenden Molekularabstand y hinaus eintritt. Das erste Glied ist 
der Theil des Molekulardrucks, der von der Temperaturerhöhung s 
herrührt, oder, wie man sich ausdrückt, der thermische Druck. 

Ebenso wie wir in unseren früheren Untersuchungen für den 
zweiten Theil des Molekulardrucks die theoretischen Werthe der 


1) Ist das Intervall grösser, so setzt man gewöhnlich die lineare Aus- 
dehnung 


8 «' 


+ -h- + 


M • Ml 
■wo M, Ml • • • Conatante sind. Wenn man die Formel (4.) in der Gestalt 


3 5(y + <^) 

nach Potenzen von 

y 

entwickelt, so ergiebt sich, dass man viel bessere Interpolationsformeln für die 
Beobachtungen erhalten wird, wenn man dieselben nach dem Schema 

'^ N+ N^d-\ 

berechnet, wo M, 3fj • • *, ^, N^ • • ' Constante sind. Dieses hat man in der 

Tbat, ohne sich theoretisch Rechenschaft davon zu geben, schon versucht, um 

Beobachtungen über die Ausdehnung von Flüssigkeiten darzustellen. Man hat 

gefunden, dass diese Formel mit zwei bis drei Constanten weit mehr leistet, als 

jene mit der doppelten Anzahl. Statt der Gleichung für 8 kann man auch 

schreiben 

- tn -\- MiS -\- • • • 

wo m • • • und n • • • wieder Gonstanten sind. 
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Gomponenten entwickelt haben, läset sich auch der erste Theil durch 
Molekularsummen darstellen , wenn wir die Vorstellung benutzen, 
dass der thermische Druck von der durch die Temperatur vermehrten 
Abstossung der Theilchen gegen einander herrührt. Man kann die 
Berechnung der resultirenden Kräfte auf Grund einer älteren Hypo- 
these durchführen; nach welcher die Theilchen mit Wärmeatmosphären 
umgeben sein sollen, welche letzteren einander abstossen, während 
die Theilchen selber sich gegenseitig anziehen. 

Bei dieser Berechnung verfahren wir genau so wie in § 36, 
indem wir das an der Stelle xyz einer Ebene gelegene Element 
dco SS y*^ welches den thermischen Druck ps dco erfahrt, als Basis 
eines Ganais ansehen, welchen wir in der negativen Richtung der 
gegen die Ebene senkrechten je:-Coordinate verlängern, und den Druck 
als die Summe der Abstossungen betrachten, welche die Wärme- 
atmosphäreu Wi der im Ganal befindlichen Theilchen von den Wärme- 
atmosphären W sämmtlicher Theilchen, die auf der andern Seite der 
Ebene liegen, erleidet. Wenn die beiden in der Entfernung q befind- 
lichen Wärmeatmosphären die Eraft 

WWJ(q) 

m 

auf einander ausüben, so sind analog den Gleichungen (1.) § 36 die 
Gomponenten der Gesammtwirkung 

i^dii^'^m (2.) 

d a b e ^ 

WO a?, y, jEf — d den Ort von TFj, x -{- a, y -^-i, z -^ c den von W 
bezeichnen. Transformiren wir diese Summen nach dem in § 37 
erörterten Verfahren, so finden wir 

' ^ 2^,22 Wöc-if—0 (3.) 

\'2w,2'2w^ -^-psA 

worin, wie in den obigen Summen, nach a und 6 von — oo bis -}' ^^> 
nach c von bis oo zu summiren ist. 


Art 


§ 54. Thermischer Druck bei ungleicher Temperatur. Hl 

Hieraas folgt^ dass der thermische Druck immer senkrecht 
gegen die den Druck erleidende Ebene gerichtet ist. Die Stärke des 
auf die Einheit der Fläche wirkenden Druckes ist^ wenn wir alle 
Summen von — oo bis + oo ausdehnen^ 

P'-W^^^^. (4.) 

WO wir zugleich den Unterschied von W und W^, da sie einander 
gleich sind; haben fortfallen lassen. Denselben Druck erfährt in 
einem uukrystallinischen Medium eine senkrecht gegen die x- oder 
y-Coordinate gelegene Ebene; es ist ebenso 

so dass auch 

gesetzt werden darf. 

§ 54. Ungleichförmige Temperatur. 

Wir verallgemeinem diese Untersuchung, indem wir annehmen, 
die Temperatur s sei nicht mehr constant durch den ganzen Körper, 
sondern eine Function der Coordinaten x, y, 0. Das abstossende 
Princip ist also in m und m^ nicht mehr dasselbe, sondern es unter- 
scheiden sich beide, W und W^ von einander. Vor der Erhöhung 
der Temperatur waren aber bei der ursprünglichen constanten Tem- 
peratur beide gleich, ihr damaliger Werth sei W. Die Temperatur 
in m^ nennen wir Si und in m s^- Dann werden, wenn ß eine Con- 
stante bedeutet, die abstossenden Principien nach Erhöhung der 
Temperatur 

in m^ Tr+ ßs^ 

in m Tr+ ßs^, 

und es wird die Abstossung von m auf m^ 

oder mit Vernachlässigung von s^ 

{W{W + ßis, + s,)}f(p)}. 

Demnach verwandeln sich die Summen (3.) § 53 im Falle variabler 
Temperatur in folgende: 
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Nun aber unterscheiden sich die Werthe s^ und s^ von der Temperatur 
s an der Stelle xy0 nur um kleine Grössen von der Ordnung der 
Molekularabstände a, b, c, d. Mit Vernachlässigung dieser kleinen 
Grössen werden die obigen Summen 

Hieraus folgt, dass auch bei ungleichförmiger Yertheilung der 
Temperatur der thermische Druck normal gegen das Element der 
trennenden Ebene wirkt; der Werth des Drucks hängt allein ab von 
der Temperatur des Elements; er ist aber unabhängig von der Rich- 
tung des Elements. 

§ 55. Aufstellung der Differentialgleichungen mit Rücksicht 

auf die Temperatur. 

Wir nehmen, wie in § 1 , im Innern des Körpers ein kleines 
rechtwinkliges Prisma an, dessen Kanten a, h, c den Coordinaten- 
axen parallel sind. Das Prisma ist frei beweglich und befindet sich 
unter dem Einfluss der auf dasselbe wirkenden Druckkräfte in Ruhe. 
Wir bilden die Summen sämmtlicher Componenten nach der Rich- 
tung von Xy y, z, entwickelt nach den Potenzen von a, &, c, und 
setzen in jeder der drei erhaltenen Gleichungen die Glieder gleicher 
Ordnung für sich «= 0. Die Glieder zweiter und dritter Ordnung 
in den Werthen der X-Oomponenten, welche vom elastischen Druck, 
vom thermischen Druck und von den von aussen her einwirkenden 
Kräften herrühren, sind folgende: 

l * ' öx i ' oy ' dz 2 I 


(10 
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(d X^ € Xjp 5 d X^ c 1 

, f , ds , ds h . ds c\ 

— aic X. 

Daraus ergiebt sich^ wenn wir das Resultat zugleich auf die 
beiden andern Richtungen y und ausdehnen, als allgemeinere Form 
des Theorems A § 7 

-^ ox ^ ex ' dy ' dz 
a» dZ^ dZ^ dZ, 


^ dz ^^ dx *^ dy *^ dz 

Ist das Medium nicht in Ruhe, so erhalten wir statt der Glei- 
chungen A^ § 10 folgendes allgemeinere Theorem 

^ ^ dt^ ~ ^ dx "^ dx "^ dy ^ dz 

■^ ^ dt^ '^^ dy ^ dx ^ dy ^ dz ^^'^ 

d'w ds . ^^. . ^^y . ^^, 


^ ^ ;^#« — P p* "r p^ "T ;j*, + 


dt* ^ dz * dx * dy * dz 

Diese Gleichungen gelten ganz allgemein für jedes homogene 
krystallinische oder unkrystallinische Medium; mit alleiniger Aus- 
nahme der in § 41 angegebenen Erystallformen. Zur Yollständigen 
Bestimmung des Zustandes des Mediums treten zu diesen Gleichungen 
noch die an der Oberfläche geltenden Bedingungen und eine neue 
Gleichung; welche s bestimmt. 

§ 56. Oberflächenbedingungen. 

Um die Oberflächenbedingungen abzuleiten^ suchen wir wieder, 
wie in § 11; die Bedingungen dafür; dass ein rechtwinkliges Prisma; 
dessen Basis das Element d(o der Oberfläche ist, in Ruhe bleibt. 
Zu dem Ende entwickeln wir die Componenten der auf das Prisma 
wirkenden Kräfte nach Potenzen der Dimensionen des kleinen Prismas 

Neu mann, ElasticiULt. 8 
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und setzen die Glieder gleicher Ordnung für sich = 0. Aus den 
Gliedern niedrigster, d. h. zweiter Ordnung fallen die sich gegen- 
seitig aufhebenden Drucke gegen die vier Seitenflächen fort; es 
ist also zur Erhaltung des Gleichgewichts nur noch erforderlich 
dass der gegen die innere Basis wirkende Gesammtdruck dem auf 
das Oberflächenelement wirkenden Drucke das Gleichgewicht halte. 
Da der thermische Druck immer normal gegen die Druckebene ge- 
richtet ist, so werden diese Bedingungen, ganz analog § 11 Gl. (2.), 

= X' + i>s cos (w, x) + Xx cos (w, x)-\'Xy cos (w, y) + X» cos («, z) 
= Y' + P^ cos (w, y) + Yx cos (w, x) + Yy cos (w, y) + Y, cos (n, z) (1.) 
= Z' -^ ps cos (», z) + Zx cos (n, rc) + Zy cos (n, y) + Zg cos (n, ^). 

In dem besonderen Falle, dass auf die Oberfläche ein gleich- 
massiger Druck D senkrecht einwirke, werden diese Gleichungen 

= (D -|- V^) cos (w, a;)-f-Xr cos (n, a?) + Xy cos (n, y) + Xz cos (», jsr) 
= (D -f- ^s) cos (n, y) + Yx cos (n, rc) -f- Yy cos (w, y) + Y- cos (w,j^) (2.) 
c=: (D -}- ps) cos (n, -2:) + Zx cos (w, a;) -f- Zy cos (w, y) -f- Z, cos (n, je?). 

Nach der Schlussbemerkung von § 11 braucht kaum mehr ge- 
sagt zu werden, dass diese Gleichungen nicht allein für die Ruhe, 
sondern auch für jeden Zustand der Bewegung gültig bleiben. 

§ 57. Beziehung zwischen thermischer und elastischer 

Ausdehnung. 

Aus den letzten Formeln geht ein sehr bemerkenswerther Satz 
über den Einfluss der Temperaturerhöhung eines Körpers hervor. 
Die Wirkung einer solchen unterscheidet sich nicht von der eines 
auf die Oberfläche wirkenden Druckes, wenn 

ist. Wir können also eine gleichmässige Temperaturände- 
rung uns immer ersetzt denken durch einen gleichförmigen 
normal gegen die Oberfläche wirkenden Druck. 

Zwischen den Constanten p und h unserer allgemeinen Differential- 
gleichungen besteht eine diesem Satze entsprechende einfache Rela- 
tion, welche sich durch Vergleichung der Grösse der eintretenden 
Dilatation bei Aenderung des Drucks und bei Aenderung der Tem- 
peratur ergiebt. 

Wir haben in § 42 nachgewiesen, dass, wenn ein unkrjstallinischer 
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Körper einem allseitigen Druck D aasgesetzt wird, er eine lineare 
Dilatation 

erfährt^ und jetzt schliessen wir, dass, wenn seine Temperatur um ^9 
erhöht wird, eine Dilatation 

* = -t (2-) 

eintritt. Nun wissen wir auf der andern Seite, dass eine Temperatur- 
erhöhung s eine Dilatation 

8 = as (3.) 

hervorbringt, wenn a der lineare thermische Ausdehnungscoefficient 
ist. Hieraus ergiebt sich die Relation 

p = 5]ca (4.) 

oder nach § 42 

;) = Mcc. (5.) 

Für den Elasticitätsmodul M und für a existiren zahlreiche 
Beobachtungen und Tafeln, in denen die Werthe zusammengestellt 
sind. Aus diesen kann man ^) berechnen. 

§ 58. Krystallinischo Körper. 

Ob diese für unkrystallinische Körper gefundenen Resultate un- 
mittelbar auf Erystalle zu übertragen sind, kann nach der Theorie 
zweifelhaft sein, würde sich aber durch Beobachtungen entscheiden 
lassen. 

Wir wissen durch die Erfahrung, dass eine Aenderung der 
Temperatur eines Krystalls eine Aenderung der Winkel seiner Flächen 
hervorbringt. Da seine Ausdehnung in verschiedenen Richtungen ver- 
schieden ist, so müssen seine Axen sich ändern, wenn die Temperatur 
sich ändert, und seine Flächen, seien sie natürliche oder künstliche, 
müssen sich unter andern Winkeln schneiden. 

Aus unserm theoretischen Resultat würde nun folgen, dass ein 
Krystall bei einer Aenderung des Druckes sich ebenso verhalten 
muss, wie bei einer Veränderung der Temperatur. Dass die Winkel 
und Axen eines Krystalls unter verschiedenem Drucke ebenfalls ver- 
schieden sein müssen, ist freilich noch keineswegs durch die Er- 
fahrung bestätigt; es kann aber wohl kein Zweifel an ihrer Richtig- 
keit stattfinden. 

Zweifelhaft aber ist die Voraussetzung, dass der thermische 
Druck im Innern des Körpers nach allen Richtungen dieselbe Wirkung 

8* 
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ausübe. Wie nämlich der Krystall in verschiedenen Richtungen der 
Zusammendrückung verschiedene Widerstände bietet, d. h. wie die 
Constanten Ä, JB, C, a, b, c (§ 41) verschieden sind, so ist es auch 
wohl möglich, dass der thermische abstossende Effect im Innern 
nach verschiedenen Richtungen auch eine Verschiedenheit darbietet, 
oder dass die Gonstante p von der Richtung abhängt. Es erscheint 
also möglich, dass für die drei rechtwinkligen Symmetrieebenen des 
Krystalls die drei in § 53 entwickelten Summen 

ungleiche Werthe besitzen. 

Durch diese Unterscheidung der p verwandelt sich, wenn wir 
von äusseren Kräften absehen, das System (2.) § 55 in das folgende 

^ -P' dx^ dx ^ dy ^ dz 

^5 aY ar ar 

a. dZ^ dZ^ dZ, 


dz ^ dx ^ dy ^ dz ^ 
die Bedingungsgleichungen (1.) § 56 in die nachstehenden 

= pxS cos (n, x) + Xx cos (n, x) + Xy cos (n, y) + X, cos («, z) 

= pyS cos (w, y) + Yx cos (w, x) + Yy cos (n, y) + Yx cos (w, £?) (3.) 

0=PzS cos (n, £?) + Zx cos (n, a?) + Zy cos (w, y) + Z, cos (n, je). 

Nehmen wir nun an, es sei die Temperatur durch den ganzen 
Körper dieselbe, so fallen in den Differentialgleichungen (2.) zwar 
die ersten Glieder fort, die Bedingungsgleichungen (3.) zeigen ?iber, 
dass die Temperaturerhöhung nicht durch einen gleichförmigen 
Druck gegen die Oberfläche ersetzt werden kann. 

Hierauf beruht die Entscheidung durch die Beobachtung. Man 
bestimmt durch directe Messung die Aenderung der Winkel, wenn 
der Druck auf die Oberfläche des Krystalls geändert wird, wenn 
man ihn z. B. aus dem Drucke einer Atmosphäre in den von 
10 Atmosphären oder in den luftleeren Raum bringt. Auf dieselbe 
Weise misst man die Winkeländerung, welche durch eine Erhöhung 
der Temperatur, z. B. von 0^ auf 100®, hervorgebracht wird. Erhält 
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man beide Male ein entsprechendes System von Winkeländerungen^ 
so sind alle drei Werthe von p unter sieh gleich; befolgen die 
Aenderungen verschiedene Gesetze^ so sind sie verschieden. 

Die Aenderang der Winkel ist sehr klein; so ändert sich z. B. 
der Winkel des Ealkspaths bei einer Erhöhung der Temperatur von 
0^ auf 100^ um etwa 4 Minuten. Es bedarf also sehr scharfer 
Mittel zur Messung. Man kann sich folgender Methode bedienen. 
Man legt zwei gleiche rechtwinklig geschliüene Prismen, welche 
etwa durch eine Feder in unmittelbarer Berührung erhalten werden, 
symmetrisch so zusammen, dass zwei in einer Ebene liegende spie- 
gelnde Flächen der beiden Ery stalle nur ein Bild eines leuchtenden 
Punktes geben. Aendert man dann die Temperatur der Krystalle, 
so bleiben die Winkel nicht mehr rechte Winkel, und dadurch 
werden die symmetrisch gelegten Flächen, welche vor der Erwärmung 
eine einzige Ebene bildeten, gegen einander geneigt, so dass man 
von jeder derselben ein anderes Bild des leuchtenden Punktes erhält. 
Wenn man mittelst einer Mikrometerschraube am Goniometer die 
Trennung beider Bilder beobachtet, so kann man ihre Lage Grad 
für Grad verfolgen und damit die Aenderung der Krystallwinkel bis 
etwa auf Secunden genau messen. Ebenso verfährt man bei der 
schwierigeren Aufgabe, die Aenderung der Winkel durch äussern 
Druck zu beobachten. 

Die Aenderung der Krystallwinkel mit der Temperatur hat 
Eilhard Mitscherlich^) am Ealkspath beobachtet und dabei die 
schöne Entdeckung gemacht, dass dieses Mineral sich bei Erwärmung 
in der Richtung der Axe ausdehnt, während es sich in einer gegen 
die Axe senkrechten Richtung zusammenzieht. Die Ausdehnung in 
der Richtung der Hauptaxe beträgt bei einer Zunahme der Tempe- 
ratur um 100° C. 

P = + 0,00286, 

und in einer darauf senkrechten Richtung die Zusammenziehung 

Q 0,00056. 

Die Volumenvergrösserung für 100° C. wird hiernach 

2§ + P = 0,00174. 

Ein ähnliches Verhalten zeigt das Fraueneis (Gypsspath, Marienglas), 
das in den drei Richtungen verschiedene Dilatation, theils Ausdehnung, 
theils Zusammenziehung zeigt. 


1) Abb. d. Berl Akad. 1825. Pogg. Ann. Bd. 1 u. 10, S. 151. 
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Es ergiebt sich aus dieser Beobachtung noch das andere merk- 
würdige Resultat, dass es Richtungen im Krystalle giebt, welche bei 
Aenderungen der Temperatur weder Verlängerung noch Verkürzung 
erfahren. Man könnte aus dem Kalkspath Stäbe schneiden , deren 
Länge sich mit der Temperatur nicht ändern würde; hier löst also 
eine krystallinische Substanz ein Problem, dessen Lösung oft sehr 
gewünscht wird. 

§ 59. Correction der Pourier'schen Differentialgleichung. 

Es bleibt nach Aufstellung der Differentialgleichungen und Grenz- 
bedingungen für die elastischen Verrückungen zur vollständigen Be- 
stimmung des Zustandes des Mediums noch übrig, die Gleichung zu 
entwickeln, aus der die Temperatur s bestimmt wird. Zu diesem 
Zwecke könnte die Fourier'sche Differentialgleichung 

in welcher I die Leitungsföhigkeit für Wärme, e die Dichtigkeit und 
C die specifische Wärme des Stoffes bedeutet, dienen nebst der für 
die Oberfläche geltenden Grenzbedingung 

= t-ll-+l){s-ij), (2.) 

in welcher n die Normale, ^ die äussere Leitungsfähigkeit und 6 die 
Temperatur der Umgebung darstellt. Jedoch bedarf die Differential- 
gleichung nach unseren bisherigen Betrachtungen einer wesentlichen 
Modification; denn ihre Ilerleitung beruht auf der Annahme, dass 
ein Volumenelement des Körpers keine andere Wärmequelle habe, 
als in der Differenz der ein- und ausströmenden Wärmequantität. 
Dem ist aber nicht so. Da nämlich nach dem Bisherigen Tempera- 
turerhöhung und Dilatation in Zusammenhang stehen, so ist die Er- 
höhung der Temperatur, welche das Element durch eine bestimmte 
Quantität einströmender Wärme erfährt, verschieden, je nachdem das- 
selbe sich vermöge der höheren Temperatur frei ausdehnen kann 
oder gezwungen ist, sein Volumen beizubehalten. 

Um das Verhältniss mathematisch zum Ausdruck zu bringen, 
unterscheidet man zweierlei Art von specifischer Wärme. Ist Cp die 
specifische Wärme bei constantem Druck, C„ dieselbe bei constautem 
Volumen, so ist die Differenz C^ — Co der Betrag derjenigen Wärme- 
menge, welcher die Masseneinheit des Körpers bei Erwärmung um 1^ 
mehr bedarf, wenn sie sich frei ausdehnt, als wenn sie gezwungen 
wird, ihren früheren Baum zu behalten. Es ist also Cp — Cr diejenige 
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Wärme^ welche bei der Ausdehnung zur Ueberwindung der Cohäsion 
der Masseneinheit verbraucht wird und deshalb zur Temperatur- 
erhöhung nicht beitragen kann. Nun nennen wir die Ausdehnung, 
welche die Raumeinheit bei einer Erwärmung um P erfährt, den 
Ausdehnungscoefficienten, den wir durch a bezeichnen. Zur Aus- 
dehnung der Baumeinheit um 

* ru , dv , dio 

dx ^ cy * cz 

wird eine im Yerhältniss von A zu a grössere Wärmemenge ver- 
braucht, also die Wärme 

Um die in der Zeiteinheit eintretende Vermehrung der Dilatation A um 

dt' 

ausführen zu können, wird also für die Masseneinheit des Körpers 
die Wärmemenge 

verbraucht werden müssen, welche bei verhinderter Ausdehnung ihre 
Temperatur um 

c;" a et 

erhöht haben würde. Dieser Betrag fallt aus, wenn der Körper sich 
unter dem constanten Druck der Atmosphäre frei ausdehnt. 

Folglich ist in der Gleichung (1.), welche ohne Rücksicht auf 
die Ausdehnung hergeleitet ist, die Grösse, welche den Temperatur- 
zuwachs in der Zeiteinheit angiebt, um diesen Betrag zu vermindern. 
Zugleich muss das unbestimmte Zeichen C für die specifische Wärme 
durch das der Herleitung entsprechende Ci, ersetzt werden. So er- 
halten wir die Gleichung 

et ~ sC^\dx* '^ cy^ ^ cz' 1 G^ a et ^^'^ 

als verbesserte Form der Fourier'schen DiflFerentialgleichung. 

Die Bedingungsgleichung für die Temperatur der Oberfläche (2.) 
erleidet durch Berücksichtigung der Volumänderung keine Aenderung, 
da sie sich nur auf das Oberflächenelement bezieht. 

Fügt man die beiden Gleichungen (3.) und (2.) zu den Systemen 
(3.) § 55 und (1.) § 56 hinzu, sq hat man zur vollständigen Bestimmung 
des Zustandes des Körpers durch die vier Grössen t«, v^ Wj s vier 
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Differentialgleichungen und vier Bedingungsgleichungen für die Ober- 
fläche, wozu noch die nöthigen Bedingungen für die Zeit t<=0 treten. 
Nehmen wir an, der Zustand der Temperatur sei stationär, so 
erhalten wir 

also dieselbe Form, wie die gewöhnliche Form der Fourier'schen 
Gleichung. Es ist nur der Unterschied, dass der fortgefallene Factor 
nicht, wie man anzunehmen pflegt, Cp ist, sondern C». Dies kann 
unter Umständen auch auf den stationären Zustand Einfluss haben, 
wenn nämlich in der ursprünglichen Differentialgleichung noch eine 
Function der Goordinaten enthalten war, durch welche eine im Korper 
liegende Wärmequelle berücksichtigt wurde. 


10. Kirchhoflf's allgemeine Lehrsätze. 

§ 60. Eindeatigkeit der Lösung für den Fall des Gleichgewichts. 

Ehe wir zu Anwendungen der entwickelten allgemeinen Theorie 
übergehen, beweisen wir, dass wir diese Theorie in der erforderlichen 
Vollständigkeit entwickelt haben. Wir zeigen, dass die aufgestellten 
Gleichungen ausreichen, um den Verrückungszustand des elastischen 
Mediums eindeutig zu bestimmen, dass es also nur ein einziges 
System von Grössen u, v, w giebt, welche den Differentialgleichungen 
und Grenzbedingungen genügen^). 

Wir führen diesen Beweis zunächst für den Fall des Gleich- 
gewichts. Nach dem Theorem A § 7 ist in diesem Falle 


x = 

rX, cX„ 
4- - - -\- 

Y — 

tx * cy * 

Z = 



dz 


dY 

-^ (1.) 

cz ^ ^ 

dZ, 


cy ' dz 

für jeden Punkt im Innern des Körpers, während nach den Glei- 
chungen (D.) § 11 für jeden Punkt der Oberfläche 

= X' + X;t COS (n, x) + Xy cos (n, y) + X, cos (n, 0) 

0=Y'+Y:c cos (m, x) + Yy cos (w, y) + Y» cos (n, 0) (2.) 

= Z' -\- Zx cos (n, x) + Zy cos (n, y) + Z, cos (n, 0) 

ist. Hierin sind die äusseren Kräfte X, Y, Z und X', Y^Z' als 
gegebene Functionen anzusehen. Die Werthe der inneren Druck- 
kräfte aber hängen von den gesuchten Functionen u, i;, w nach 
Gleichungen ab, welche in dem Falle eines unkrystallinischen Mediums 
durch die Gleichungen (7.) § 31 in ihrer allgemeinsten Form dar- 
gestellt werden. Wir wollen uns zunächst auf diesen besonderen Fall 
eines nicht krystallinischen Körpers beschränken, behalten aber, um 


1) 6. Kirch ho ff, Crelle's Journal f. Math. Bd. 56, S. 291. 
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den Beweis möglichst allgemein zu führen^ die Form mit zwei Con- 
stanten bei; ohne die aus der Hypothese der molekularen Kräfte 
folgende Zurückführung auf eine einzige zu benutzen. Doch ersetzen 
wir die Constanten A und B nach den Formeln 

A — B = 2(i, B = k (3.) 

durch zwei neue fi und A, von denen wir bemerken, dass ihre Werthe 
positiv sein müssen ^ weil die Formeln 

- r,-2^|; + »A - r._-z,_^(.|i + »|) (4.) 

sonst Kräfte darstellen würden, durch welche die vorhandene Ver- 
rückung vergrössert, nicht aber nach dem Aufhören der äusseren 
Ursachen wieder aufgehoben würde. 

Um nun zu beweisen, dass die Gleichungen (1.), (2.), (4.) nur 
eine einzige Auflösung zulassen, gehen wir von der Annahme aus, 
dass zwei Lösungen bestehen; dann werden wir zu beweisen haben, dass 
beide zusammenfallen. Wir nehmen also an, dass die Gleichungen er- 
füllt werden, sowohl wenn statt w, v, w m^, v^, w^ gesetzt wird, als 
auch wenn Wg, v^, w^ substituirt wird. Genügen wirklich diese ver- 
schiedenen Functionen, so erhalten wir, wenn wir in die Glchg. (1.) 
und (2.) einmal u^, v^j w^j das andere Mal Ug, v^, w^ einsetzen und 
darauf die so erhaltenen Gleichungen von einander subtrahiren, 
Gleichungen, aus welchen die äusseren Kräfte fortgefallen sind, und 
welche die Grössen m, v, «; nur in der Verbindung 

U =u^ — Wg ; F= Vi — Vg ; W ^= w^ — w^ (5.) 

enthalten. Diese Differenzen müssen folglich den Gleichungen 




— 

cx 

+ 


+ 

cJX. 

CZ 



— 

cx 

+ 

cy 

+ 

dz' 



= 

'?x 

+ 

ry 

+ 

cZ, 

dz 


(6.) 


im Inneren des Körpers genügen, ferner an der Oberfläche den Be- 
dingungen 
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= Xx cos (n, X) + Xy cos (w, y) + X, cos (w, j?) 

= r, cos (n, a;) + ^y cos (n, y) + Y, cos (n, jb?) (7.) 

= Z:r cos {n, x) + Zy cos (w, y) + -Z, cos (n, ;ef), 

und hierin ist 

- /, = 2 ft ^ ^ - + A A _ Z, = - X. = ft (-^ + -g J 

A = - .. - + V- ->— • 

ex ' ff/ ' oz 

Es ist zu beweisen, dass diese Gleichungen nur bestehen können, 
wenn die Theile des Körpers keine inneren Verschiebungen gegen 
einander erlitten haben. 

Aus den Glchg. (6.) erhalten wir 


' { ex * cy ' cz } ^ \ ex ' cy ^ ez ) ] ' 

wo die Integrationen über das ganze Volumen des elastischen Mediums 
ausgedehnt werden sollen. Durch partielle Integration der einzelnen 
Glieder nach resp. x, y, wird hieraus 

= I do {Xx cos (fij x) + Xy cos (n, y) + X, cos (w, is) ] ü 

-IIS" "" " 1^ w + X. -f + x.4^} 

+ I do {Yx cos (n, a;) + Yy cos (w, y) + Yz cos (n, je?) } V 

+ / da { Zj. cos (n, x) + Zy cos (w, y) + -Z, cos (w, z) ] W 

-JJJ'äx dy dz \Z. 4^ + Z,^ + Z,^], 

WO die ersten Integrale sich auf die ganze Oberfläche des Körpers 
beziehen. In Folge der Glchg. (7.) verschwinden aber dieselben und 
es bleibt 
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^ '^ffj^' ^^ ^'{^' ^^ + ^ If + ^' 1? (9.) 

Durch Einsetzen der Wertiie ans den Gleichungen (8.) wird 
0-///...,..|2, i(-g)-+ (g)-+ ß?)-l PO.) 

+ , A. + . I ß- + -g)' + (^^ + if)- + (i? + -)'l j . 

Da fi und A positiv sind, und da im Uebrigen unter den Integral- 
zeichen nur Quadrate reeller Grossen enthalten sind, so kann diese 
Gleichung nur erfüllt werden, wenn jedes Quadrat för sich ver- 
schwindet. Es ist also 

0=!^ 0=^,1 0=^;?: ,,1, 

ex cy cz \\^') 

o = |i^ + C2: o = ti' + ^ = 41^ + /^. • 

cy 'ex ez ^ cy ex ' cz 

Demnach ist U von x, V von y, W von sf unabhängig, femer 

cU eU 

^^— von y, -.<■- von £i unabhängig u. s. f.; es ist also U eine lineare 

Function von y und allein, V von z und x allein und endlich IK 
von X und y allein, und zwar ist 

f/=a-f »y-»^^; F=a,+»i^-g5a;; W=%, + ^^x-^,y, (12.) 

wo die sechs Grossen % und 93 Constanten bedeuten. 

In diesen Formeln bedeuten die ersten Glieder 31, ?l|, SI2 eine 
constante Verschiebung, die anderen eine Drehung des ganzen Körpers, 
deren Componehten um die drei Goordinatenaxen 93, 93|, 93^ sind. Die 
Ausdrücke für U, F, W enthalten folglich keine relativen Verrückungen 
der Theile des elastischen Körpers gegen einander. Wofern wir also, wie 
wir es in dieser Theorie thun, unter den Losungen ti, v, tu unserer 
Gleichungen nur die relativen Verrückungen der Theilchen verstehen, 
können wir behaupten, dass die Losungen der GIchg. (6.), (7.), (8.) 

sind, dass also nach den Gleichungen (ö.) die angenommenen Auf- 
lösungen der Gleichungen (L), ^^2.) und (4.) 

«1 = «2 » ^\ = «'2 f *0 = ^i 

einander gleich sind. Damit ist bewiesen, dass diese Gleichungen 
nur eine Lösung besitzen. 
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Dasselbe lässt sich auch ohne Integration der Gleichungen (11.) ein- 
sehen^ wenn man das System von Gleichungen (7.) § 24 

£-(i+|i)«+i(-U+g)»+i(l'.+f:-)c...f. 

benutzt, in welchem S, 17, £ die von einer gemeinschaftlichen Drehung 
befreiten Coordinaten der Dilatationsoberfläche bezeichnen. In Folge 
der Glchg. (11.) erhält man aus denselben 

also gleich Constanten, und zwar gleich den Gonstanten, welche dem 
natürlichen Zustande entsprechen. 

§ 61. Beweis für die einzige Lösung im Falle der Bewegung. 

Einen ähnlichen Beweis führen wir für den Fall der Bewegung, 
in welchem wir statt der Gleichungen (1.) des vorigen Paragraphen 
erhalten 

;)«« dX„ dX^ cX^ 
dt* dx ^^ dy ^^ cz 

a«v ar^ dYy ar, 

et* ex ' cy ' cz ^ 

während die Gleichungen (2.) und (4.) § 60 unveränderte Gültigkeit 
behalten. Zu diesen zwölf Gleichungen treten aber noch sechs weitere 
hinzu, welche sich auf den Anfangszustand der Bewegung beziehen. 
Die Functionen u, t;, w haben noch den Bedingungen zu geniigen, 
dass sie und ihre Differential quotienten nach der Zeit für einen be- 
stimmten Zeitmoment 1^=1^ gegebenen Functionen der Coordinaten 
gleich werden: 

u=f^(xyz) v = f^{xyz) w^f^{xyz) 

f / ^ -- - (•5.) 

fi' = 9>i (^y^) it ^^^ (^2/^) > t = ^» (^^^) • 

Wenn diesen Gleichungen zwei verschiedene Systeme von Func- 
tionen tij, Vj, w^ und ii^i v^y W2 genügen, so erfüllen die Differenzen 

CT = ttj — Mg , V=Vi — Vg , W = Wi — w^ (3.) 

folgende Gleichungen. Für jeden Werth von x, y, z, i gelten die 
Gleichungen 
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c^U ^^K ^^y ^^s 

^iF cY^ cY^ ar 

= 5^ + -^ + ^^- + -^ (4.) 

f^W ^^r ^^y ^^M 

rt* ' ra: ' cy • r^r ' 

femer für jeden Werth von t und für solche Werthe von x^ y, z, 
welche Punkte der Oberfläche des elastischen Körpers bestimmen, ist 

= Xx cos (w, x) + Xy cos (n, y) + ^« cos (n, g) 

= y« cos (n, ar) + Yy cos («, y) + Y^ cos («, ;ßf) (5.) 

= Zx cos (m, a:) + Zy cos (n, y) + Zg cos (w, ;2f) ; 

dann ist für jeden Werth der Coordinaten x, y, z, aber für den 

speciellen Werth der Zeit ^ = ^o ? 

C;'=0; F=0; 1^=0; 

^=^oKr_^ ^_ ^_ (6.) 

et ' rt ' et ' 

endlich gilt noch allgemein für jeden Werth von x, y, Zy t 

-^ = 2,^+.A _^ = _x.=,(S:+||) 

Es ist zu beweisen^ dass allen diesen Bedingungen nur genügt 
wird, wenn 

j7 = o, r=o, W=0 

gesetzt wird. 

Aus den Gleichungen (4.) folgt 


+ I* a<» + -dx + 8«" + -rn et *■••' 


und hieraus durch partielle Integration der Glieder, welche Druck- 
componenten X, F, Z enthalten, 
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'>-iWfß''^'-i('")'+(wr+{W 


+fd„[ 


Xx cos (n, x) + Xy cos (n, y) + X, cos (n, £?)} -^ 


t 


et 


dx dy dz \ Zx u '^* "f" ^y Q Qa "h ^^ ' s.* i • 


+ I do [Yx cos (n, a;) + Yy cos (w, y) + Yg cos («, xf)} ij (9.) 
— fffdxdydelYx SJ-; + Y^ /T- + F, -^\ 

+ / d(o\^Zx cos (n, x) + Zy cos (w, y) + if, cos (n, j?)} 

-in 

Hierin fallen in Folge der Glchg. (5.) die Oberflächen-Integrale fort, 
und wenn wir aus den Gleichungen (7.) die Werthe der Druckkräfte 
einsetzen; so verwandelt sich die rechte Seite der Gleichung in ein 
vollständiges Differential nach t Integriren wir von ^q bis ty so er- 
balten wir mit Rücksicht auf die Gleichungen (6.) 

o-.///.,.,..((«9-+(|i:)'+('-E)-| 

Diese Gleichung, welche rechterseits nur positive Grössen enthält, 
kann nur erfüllt werden, wenn jedes der Quadrate für sich ver- 
schwindet. Es mnss also sein 

dt ^ dt ^ dt ^ 

? = (11.) 

dz ^ ^ 

r W y TT 

( X ' ( s 

und zwar für jeden Werth von x, y, z, t Aus den drei ersten dieser 
Gleichungen in Verbindung mit den ersten Glchg. (6.) folgt, dass 
für alle Zeit und jeden Werth von x, y, z 

f7=0 r=0 W^O (12.) 


f - - 

ox 

-f- 

(y ' ex 

cz ' cy 
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sein musd. Damit ist auch für den Fall der Bewegung bewiesen, 
dass die elastischen Gleichungen nur eine einzige Lösung 
zulassen. 


§ 62. Verallgemeinerung des Beweises für Krystalle. 

Der durchgeführte Beweis bezieht sich nur auf unkrystallinische 
Medien. Man kann ihn ebenfalls auf krystallinische ausdehnen, freilich 
unter einer Beschränkung; aber unter einer solchen, welche in der 
Natur erfüllt ist. 

In dem Falle eines krystallinischen Mediums hat man an der 
Beweisführung nichts zu ändern. Es sind alle Formeln ebenso 
anzusetzen, mit alleiniger Ausnahme der Werthe der Druckcompo- 
nenten, welche nach Anleitung der Formeln (1.) § 41 zu bilden sind. 
Also ist nichts weiter zu ändern, als dass statt der Formeln (8.) 
§ 60 und (7.) § 61 allgemeiner zu schreiben ist: 




Hierin sind die Constanten A, B, Cy a, by c positive Grossen. 

Ebenso bleibt die Rechnung bis zu •den Formeln (9.) beider 
Paragraphen unverändert gültig, auch die Gleichungen (10.) bleiben 
der Form nach bestehen, nur ändern sich in denselben die Coeffi- 
cienten, mit welchen die Quadrate der Dilatationen multiplicirt sind. 
Um diese allgemeineren Werthe der Goefficienten zu erhalten, bilden 
wir die in den Gleichungen (9.) unter dem Integralzeichen vor- 
kommenden Grossen 

I rn i\(^'^'V 1^ l^^^ j ^^\*i IdV .dWy, . (dW , düV 

+ ((7-a-i)(^J +4ax +-a7) +^U,7 + 'a^) +Ha/+W 

^y dy ^' dx ~ ^ \dy '^ dx) 

^ dv ^ dw [dv ,dwy .^. 

— ^' Tx ~^' -dz ^ ^ \dx -^Tz)' 
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Die drei letzten Grossen werden also auch hier unbedingt von 
positivem Werthe^ dagegen die erste nur dann, wenn 

Ä — 6 — c, B — c — a, C — a — 6 

positiv sind. Diese Bedingungen sind aber in der Natur wirklich 
erfallt^); denn es wird allgemein bei allen Erystallen beobachtet, 
dass die Aenderung ihrer Elasticität mit der Richtung sehr klein ist 
gegen den Werth, den die Elasticität im Ganzen hat. Wir können 
also setzen 

Ä = Sh + Xi B^Sk + 9Ci C=»3Jc + x^ 

und behaupten, dass der absolute Werth der Grossen x und Vf sehr 
klein ist im Yerhältniss zur mittleren Elasticitätsconstante Je. Setzen 
wir die x und is ^=^0, so erhalten wir die für unkrystallinische Medien 
geltenden Formeln. Nach dieser Beobachtung sind die Grössen 

-4 — 6 — c = i + «i — TSTj — «DTg; 2? — c — a — jc + jcg — xarj — TaTg; 

C — a — 6 = Ä; + X3 — xs^ — ^^ 

allerdings positiv. 

Wir setzen demnach als erfahrungsmässig festgestellt voraus, dass 

Ä>b + c, B>c + a, C>a + b 

sei, und schliessen, dass auch für krystallinische Medien das über 
die Grossen (2.) ausgeführte Baumintegral nur dann verschwinden kann, 
wenn die unter (11.) § 60 oder 61 angegebenen Differentialquotienten 
verschwinden. Damit ist auch für krystallinische Medien, wie sie in 
der Natur vorkommen, der Beweis geliefert, dass die ^aufgestellten 
Gleichungen nur eine einzige Auflösung für jeden ^all der Ruhe oder 
der Bewegung zulassen. 

§ 63. Energie der elastischen Kräfte. 

Zum Schlüsse dieser allgemeinen Untersuchungen bestimmen wir 
die lebendige Kraft, welche ein elastisches System bei einer be- 

1) Wie später folgende Untersachnngen (§ 110) zeigen werden, sind die 
Bedingungen anch für den Lichtäther erffillt. Durch die experimentell be- 
stätigten Gesetze der Doppelbrechang werden die Relationen 

ul = 3 (ft + c — a), B =- 3 (c + a — 6), C = 3 (a + 6 - c) 

gefunden, aus denen sich die Werthe 

il— 6— c==2(&+c)— 3a, B — c — o=2(c+a) — 35, C— a — 6 = 2(a+&) - 3c 

ergeben, welche in der That positiv sind, da die Unterschiede von a, 5, c klein 
gegen a^bfC selber sind; ihre Summe beträgt a -}- b -{- c. 

Neu mann, EUsticüftt. 9 
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stimmten Temperaturvertheilung besitzt, und stellen die Gleichung 
für die Erhaltung der Energie auf. Wir beschränken uns dabei auf 
unkrystallinische Medien. 

Um den Ausdruck für die geleistete Arbeit in dem System zu 
finden, gehen wir von den Gleichungen (3.) § 55 aus, welche wir 
mit der entsprechenden Componente der Geschwindigkeit sowie mit 
dem Raumelement multipliciren, um sie dann über den ganzen Raum 
des elastischen Systems zu integriren. Wir erhalten 

= jiJJJ(lx dy dz[Xu + Yv + Zw\ 

'^K^d»'^ dx "T- ay' "T" dz Jdt ]' 
falls die äusseren Kräfte X, F, Z von der Zeit t unabhängig sind. 
Durch partielle Integration der einzelnen Glieder nach dXy dy^ dz 
finden wir 

-X/>.,.,. {(-)•+ (-)■+(!.)■) 


dt 


jj fdx dy dz[Xu + Yv + Zw] 


— j d(o\ ( (f)s + X«) cos («, x) + Xy cos (n, y) + X, cos (w, z)\ -J^ 

+ {Yx cos (w, x) + (ps + Yy) cos (n, y) + F, cos (n, ^)j -^ (2.) 
+ {Z:, cos (n, x) + Zy cos (n, y) + (ps + Z,) cos (n, je?)j -^| 




dt 


Das über die gesammte Oberfläche sich erstreckende Integral 
nach dm lässt sich vermöge der an der Oberfläche gültigen Glei- 
chungen (1.) § 56 vereinfachen und, wenn die auf die Oberfläche 
wirkenden Druckkräfte von der Zeit unabhängig sind, als ein nach 
dt auszuführender Differentialquotient darstellen. Dasselbe gelingt 
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mit den Gliedern des letzten Integrals , sobald wir den Znsammen- 
hang berücksichtigen^ welcher zwischen den Verr&ckangen und den 
Werthen der Druckcomponenten besteht. Aus den Gleichungen (4.) 
§ 60 folgt 

also ist 

^ — ^^(^'+^»+^') 

und daraus 

Also erhalten wir 
=^^JJJdxdyd0[Xu+Yv+Zw]+~^Jd(o[X'ti+rv+2rw} 

- 2(X/ + r,« + ZJ') + 4(ipsA\ . 

Jedoch ist diese Umformung des letzten Gliedes nur erlaubt, 
wenn die Temperatur s von der Zeit nicht abhängt. Im anderen 
Falle müssen wir auf die Pourier'sche Gleichung (§ 59) zurückgehen, 

um — - auszudrücken. 
et 

Durch Integration der Gleichung (4.) nach der Zeit erhalten wir 

die Gleichung der lebendigen Kräfte 

^JJj^^ ^y de[Xu+ Yv+ Zw } -\-Jda { X'u+ Y'v\-Z'tv } 


i2 


Das letzte Integral giebt die im Innern des elastischen Systems ge- 
leistete Arbeit an. 

9* 
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Für die letztere Grösse lässt sich noch eine andere öfter be* 
nutzte Form angeben. Indem wir die Moleknlardruck-Componenten 
durch die Verrückungen ausdrücken , erhalten wir 

= / / / dxdydg{Xu+Tv + Zw}+Jdm{X'u+rv^- Zw } 

+ ^ te + V.)'+ (1^ + 11)'+ (« + 1?)']-^"»^] • 

Aus dieser Gleichung folgt, dass die lebendige Kraft der Bewegung 
im System immer durch die eingetretenen Verrückungen ver- 
mindert wird. 

Findet Gleichgewicht statt, so wird die Eräftefunction zu einem 
Maximum. Diese Bemerkung kann man benutzen, um aus der Glei- 
chung (6.) die uns bereits auf verschiedenen Wegen bekannt gewor- 
denen Bedingungen für das Gleichgewicht eines elastischen Körpers 
herzuleiten. Aus dem letzten Integral, welches als das Potential 
der elastischen Kräfte zu bezeichnen ist, erhält man die Werth& 
der Druckcomponenten durch Differentiation nach den Verrückungen') 

du dv dto du i_ dv ^^ t ^^ 3w . du 
dx^ 'dy' dJ' Ty'^'dx' 'W'^'dy* Jx"^ 'dz" 


1) W. Thomsoii, quart. journ. of. math. April 1866. G. Kirchhoff, Crelle's 
Joamal f. Math. Bd. 66. S. 290. 1869. 


Untersnchiingen über den Gleichgewichtszustand deformirter 

elastischer Korper. 

11. Anwendungen auf unkrystallimsche Körper. 

§ 64. Vorbemerkungen. 

Die entwickelten aligemeinen Gleichungen sollen jetat auf einige 
besondere Aufgaben angewandt werden, bei denen es sich um die 
Deformationen handelt, welche einfach gestaltete unkrystallinische 
Körper durch Zug- oder Druckkräfte erleiden. Diese Untersuchungen 
werden geeignet sein, einen zweifelhaften Punkt der Navier'schen 
nnd aller derjenigen Theorien, welche von der Hypothese molekularer 
Anziehung ausgehen, in's Licht treten zu lassen. Dieser Punkt be- 
tritt die aus jener Annahme gezogene Folgerung (§ 35), dass zwischen 
den beiden Elasticitatsconstanten eine einfache allgemein gültige Be- 
ziehung bestehe, eine Beziehung, welche sich nach der im fünften 
Abschnitt gegebenen Herleitung der Gleichungen nicht als nothwendig 
erwies. Wir werden daher auch jetzt diese Beziehung nicht ein- 
führen, sondern die Formeln für die Druckcomponenten in der all- 
gemeineren Gestalt der Gleichungen (4.) § 60 benutzen, sowie die 
Differentialgleichungen (1.) § 32 in der entsprechenden Form 




^ dt^ f* l dx* ^ dy* ^ a^M ^ ^f* ^ '^^ T7 ^ ^ 

^~~d^'^ dy "*""ä7' 

Es wird dann die Aufgabe unserer theoretischen Betrachtungen sein, 
Formeln zu gewinnen, aus denen durch Vergleichung mit angestellten 
Beobachtungen die Frage entschieden werden kann, ob wirklich, wie 
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jene Theorien verlangen, die beiden Constanten fc und X für alle un- 
krystallinischen Stoffe einander gleich sind. 

Bei der Auflosung unserer Gleichungen werden wir nicht in 
allen Fällen mathematisch strenge Integrationsmethoden anwenden; 
wir werden uns vielmehr öfter damit begnügen, nachzuweisen, dass 
die aufgestellten Lösungen die Gleichungen erfülle;i. Ein solches 
Verfahren reicht aus, weil wir im vorigen Abschnitt den Beweis ge- 
führt haben, dass den Gleichungen nur eine einzige Lösung genügt. 
Haben wir also eine befriedigende Auflösung gefunden, so können 
wir sicher sein, die einzig richtige getroffen zu haben. 

§ 65. Ausdehnung eines prismatischen Körpers durch Zug. 

Es sei ein prismatischer Körper gegeben. Gegen zwei einander 
gegenüberliegende Flächen wirken gleiche, aber entgegengesetzte 
Kräfte. Di^ Seitenflächen sind frei. Andere äussere Kräfte sollen 
nicht auf den Körper wirken. Wir rechnen die Goordinaten von dem 
Punkte in der Mitte des prismatischen Körpers aus parallel den 
Seiten des Prismas und bezeichnen die halben Längen der Kanten 
mit a, hj c. Die auf die beiden Flächen wirkenden Drücke nennen 
wir C und — C, bezogen auf die Einheit der Fläche, und nehmen an, 
dass diese Drücke die positive Richtung der Goordinate z haben, so 
dass also beide nach der vulgären Vorstellung als auf die Flache 
ausgeübter Zug anzusehen sind. 

Wir übersehen ohne Rechnung, dass die Axen des Dilatations- 
ellipsoids parallel den Kanten des Prismas, also parallel den Coor- 
dinatenaxen liegen; folglich ist für jeden Punkt im Innern 

x, = o, r. = o, ^x = 0, 

x, = o, r, = o, z, = o. ^^'^ 

Dagegen sind die Hauptdruckcomponenten 

^'=-2<*|j— -^^ r,= -2^4j-AA, Z.=-2^|J-AA. (2.) 

Hiernach verwandeln sich die aus dem Theorem A hergeleiteten 
Gleichungen (1.) § 64, denen die Grössen li, v, w zu genügen haben, 
in unserem Falle, in welchem auch die äusseren Kräfte 

x = o, r=o, Z = 

sind und die Beschleunigungen fortfallen, in die einfachen Gleichungen 

i^-Q ^ = --^1 = (3^ 

dx """' dy "' ds "• W 
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Diese Gleichungen zeigen^ dass ti, v, w lineare Functionen der 
Coordinaten sind, und zwar kann u nur von x, v nur von y, w nur 
Yon e abhängen, da ausser den Gleichungen (1.) auch die Bedingungen 

^ du dv^ ^ 3ü dto ^ dw^ du^ ^. v 

^* dy dx^ 02 dy ^ ^^ dx de ^ '^ 

erfüllt sein müssen, weil kein Grund zu einer Drehung vorliegt. 
Wir setzen daher 

uz=s ax, V =^ ßyy u? = yj? , (5.) 

worin a, /3, y constante Grossen sein sollen; dabei unterlassen wir, 
constante Glieder hinzuzufügen, weil der Mittelpunkt des Prismas, für 
welchen a; = 0, y = 0, z = ist, keine Verschiebung erleidet. 

Dass diese Annahme allen bisher aufgestellten Gleichungen ge- 
nügt, ist leicht einzusehen. Es bleiben also nur noch die Be- 
dingungen für die Oberfläche zu erfüllen, welche nach dem Theorem D 
§ 11 zu bilden sind. Wir erhalten, da X' = 0, T = 0, Z' = C an- 
genommen wurde, 

für a? = + a für y = + 6 für jer = + c 

= X^ = Zy = X. 

= r, = Fy = r, ^^'^ 

= Z, = Zy = z, + c. 

Es müssen also noch folgende Relationen 

= 2iii4 + A (a + /3 -f y) 

= 2^/5 + A (a -f /3 + y) (7.) 

C=2(iy + X(a + ß + y) 

erfüllt werden, denen wir durch Bestimmung der drei Constanten 
a, /), y genügen können. Da nicht mehr Bedingungen zu erfüllen 
sind, so ist damit die Richtigkeit der von uns angenommenen Lösung 
bewiesen. 

Aus den Gleichungen (7.) erhalten wir 

C= (2p + 3A) (« + ^ + y) = (2p + 3A) A; 

also ist die räumliche Dilatation 

und für die Längendilatationen erhalten wir 

_ ft-fX G — f{ = — ^ ^ (c\ \ 

Die Vorzeichen der Formeln lehren, dass, während das Prisma sich 
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in der Längsrichtung ausdehnt, in den Querdimensionen eine Zu- 
sammenziehung eintritt. 

Man pflegt die Elasticität eines Stoffes durch seinen ElasticiiSts- 
coefficienten m oder durch das constante Verhältniss zu messen, in 
welchem die dehnende Kraft C zu der Längsdehnung y steht. Der 
Werth dieses Coefficienten ist nach der vorstehenden Formel 

Eine andere Bestimmung der Elasticität haben wir bereits in 
§ 42 besprochen, wo wir das constante Verhältniss einer auf die 
Oberfläche gleichmässig wirkenden Pressung zu der bewirkten Ver- 
kleinerung der Dimensionen als Elasticitätsmodulus M bezeichneten. 
Führen wir die dort angestellte Rechnung mit Unterscheidung der 
Constanten ^ und X durch, so finden wir statt der Formel (12.) § 42 

die allgemeinere 

M =2(1 + 3k. (11.) 

Man erhält also nach dieser Methode eine grossere Elasticitats- 
constante, als wenn man einen durch einseitigen Zug gedehnten 
Körper beobachtet. 

§ 66. Längsdilatation und Quercontraction. 

An die Gleichungen des vorigen § knüpfen sich einige Be- 
merkungen. Nehmen wir an, es sei die aus den Navier'schen Be- 
trachtungen (§ 35) gefolgerte Relation zwischen den Constanten 

richtig, also 

fi = A = ife, 
so erhalten wir 

Diese Ausdrücke zeigen, dass, wenn die Theorie richtig ist, die seit- 
liche Contraction gleich dem vierten Theile der Längendilatation ist-, 
dass also, wenn ein Prisma von der Länge 1 auf die Länge 1 -^ ^ 
ausgedehnt wird, seine Seiten sich in dem Verhältniss von 1 zu 

1 — Y ^ zusammenziehen; die Vergrosserung des Volumens wird 

dadurch 1 + t" *• 

Dieses überraschende Resultat, welches Poisson aus seiner Theorie 
zog, veranlasste Cagniard de la Tour^) eine Beobachtung zur Prüfung 


1) Ann. chim. pbys. T. 36. p. 384. 1827; Pogg. Ann. Bd. 12. 8. 516. 
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desselben anzustellen. Er experimentirte mit einem Drahte von 
2030 mm Länge, der sich in Wasser in einem engen Bohre befand. 
Hob er den Draht um 6 mm, 
so fiel das Niveau des Wassers 
um 5 mm. Dehnte er darauf 
den Draht durch ein Gewicht 
um 6 mm aus, so fiel das 
Niveau um 2;5 mm. DieLängen- 
dilatation betrog also 

6 


2030' 

und die Contraction des Quer- 
schnitts 

' 6 3 


2030 


2030 



folglich war die lineare Contraction, welche eine Querdimension er- 
litten hatte, 

1,6 

2030 ' 

80 dass sie in der That ein Viertel der Längendilatation ausmachte. 
Es ist sehr zu bedauern, dass Cagniard de la Tour nur diese 
eine Beobachtung angestellt hat, welche mehr ein Beispiel der Methode, 
als ein Beweis für den allgemeinen Satz der Theorie ist. Die 
Richtigkeit derselben ist daher später bezweifelt worden, namentlich 
zuerst von Regnault. Durch ihn veranlasst, stellte Wertheim ^) zahl- 
reiche Versuche an, welche im Allgemeinen eine grosse Abweichung 
von dem theoretischen Resultate ergaben. Wertheim fand seitliche 
Contractionen, welche viel näher gleich Yg der Längendilatation als 
V4 sind, so dass er nicht den Poisson'schen Coefficienten y^, sondern 
statt dessen Yj fQr den richtigen Coefficienten hält. Ist dies der 
Fall, so wäre nach den Formeln (9.) § 65 

oiL+A — 


X' 


= 3, 


woraus man das Verhältniss A «» 2fi ableiten kann. 

Die Methode, deren sich Wertheim bediente, werden wir in den 
nächsten §§ eingehender besprechen. Ein hohler Cylinder (s. die 
Fig. auf folg. S.) ist an seinen beiden Enden geschlossen. Das obere 


1) Ann. Chim. Phys. 8. sär. T. 28. p. 62. — Pogg. Ann. Bd. 78. S. 381. 1849. 
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k 


Ende wird befestigt, das untere durch Anhängen schwerer Gewichte 
belastet. Die dadurch hervorgebrachte Längenausdehnung des Cj- 
linders misst man an izwei Marken , die auf demselben angebracht 
sind; die Volumenvergrüsserung durch ein Capillarrohr, das 
mit dem Cylinder communicirt und ebenso, wie der Cylinder, 
mit Flüssigkeit gefüllt ist. 

Andere Beobachtungen wurden von F. Neu mann nach 
einer Methode angestellt, welche der von Gagniard de la 
Tour angewandten ähnlich war. In einem Gefasse von 
starken Wandungen ist ein Draht so ausgespannt, dass 
er durch eine Schraube beliebig verlängert und gespannt 
werden kann. Die Verlängerung beobachtet man an einer 
Ereistheilung, auf der sich ein an der Schraube befindlicher 
Zeiger bewegt. Das Gefäss ist mit Flüssigkeit gefüllt und 
mit einem Capillarrohr versehen, in dem der Stand der 
Flüssigkeit beobachtet werden kann; durch diese Beobach- 
tungen erhält man die Volumendilatation. Da der Apparat 
in dieser Construction ein empfindliches Thermometer ist, 
so befindet er sich, um jede Aenderung der Temperatur zu 
vermeiden, in schmelzendem Schnee. Nach dem Zurückdrehen 
der Schraube muss die Flüssigkeit ihren ursprünglichen 
Stand im Rohre wieder einnehmen, wenn der Draht nur 
innerhalb der Grenze der Elasticität ausgedehnt war. Es 
fehlte eine Vorrichtung, um sich zugleich zu überzeugen, ob 
der Draht auch seine ursprüngliche Länge wieder annahm. 
Aus diesen Beobachtungen ergaben sich für das Verhältniss, 
in welchem die Querzusammenziehung zur Längenausdehnung 
steht, Werthe, welche für Eisendraht sehr genau mit dem 
von Cagniard de la Tour erhaltenen \ übereinstimmten; für 
andere Stoffe dagegen näherte sich das Verhältniss dem 
Werthe i. 

§ 67. Dilatationen eines hohlen Cylinders. 

Wir behandeln die Theorie der Wertheim'schen Beobachtungen 
etwas allgenleiner, indem wir die Dilatationen eines Hohlcylinders 
suchen, auf dessen sämmtliche Flächen Druckkräfte wirken. Auf die 
innere Fläche wirke ein gleichmässiger Druck j), bezogen auf die 
Flächeneinheit; ebenso erfahre die äussere Oberfläche eine Wirkung P 
gegen die Einheit der Fläche; wir rechnen P yfte p positiv in der 
Richtung des Radius des Cylinders von der Axe aus, so dass P 
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richtiger als Zugkraft, denn als Druck zu bezeichnen ist. Endlich 
werde der Hohlcylinder in der Richtung seiner Axe durch eine auf 
die ringförmige Basis der Cylinderwand wirkende Zugkraft TT aus- 
gedehnt; wir nehmen eine solche Kraft auf beiden Grundflächen in 
entgegengesetzter Richtung wirksam an. 

Dann bleibt der mittlere Punkt der Axe an seiner Stelle. Wir 
wählen daher diesen zum Anfang eines Gylindercoordinatensystems, 
X in der Richtung der Axe und 

in der Richtung des Radius. Der Halbmesser des inneren Hohl- 
raums sei r, der äussere Halbmesser des Cylinders 22; die Höhe des 
Cylinders 2a. Dann sind für die Oberfläche nach dem Theorem D 
§11 folgende Gleichungen zu erfüllen: 

1) für die innere Cy linderfläche, ^ = r, 


z 

r 


z 


(2.) 


2) für die äussere Cylinderfläche, s = R, 

3) für die beiden ebenen Endflächen, a: = + a, 

= X, + n, O—T;,, = Z^. (3.) 

Man sieht ohne Rechnung ein, dass durch die in den Richtungen 
von X und s wirkenden Kräfte V^rrückungen nur in denselben Rich- 
tungen X und s entstehen können. Wir bezeichnen die durch die 
Verschiebungen veränderten Werthe von x und s durch x -{- u und 
s(l -|~ q)j dann sind die Componenten der Yerrückungen nach den 
Richtungen der geradlinigen Coordinaten 

U'=Uf v=^Qy, w=^QZ. (4.) 

Hierin ist, wie ebenfalls leicht ersichtlich sein wird, u nur von Xj 
p nur von s abhängig. Demnach wird die räumliche Dilatation der 
Cylinderwand , 

femer ergiebt sich 
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1 I Q.,i I ;^-8 


^a:* "^ ^y" ' dz^ dx dx 

d*v , d*v . d*v y l d*Q i o dg ] dA 


dx* '^ dy* '^ dz* ~ 8 p d»« "^ ^ d« J "~ dy 
d*v) _, d*w , ^'w ^ j d*Q I o dp ] ^A 


Folglicli reduciren sich die drei partiellen Differentialgleichungen auf 
die einfachen Gleichungen 

o-IS. o-l^ + rlf. («•) 

deren Lösungen 

M == y • oj und p = « + ^ (7.) 

sindy wenn a, ß, y constante Grossen bedeuten. Da für 2: »> auch 
u = wird, ist kein constantes Glied zu fi hinzugefügt. 

Die Grössen n^ ß, y haben den Gleichungen (1.) bis (3.) zu ge- 
nügen, in welche wir nach (4.) einzusetzen haben 


— J:* — — ^y — -^f* 3 d« ' 


(8.) 


während die übrigen Componenten verscliwinden. Hiernach finden 
wir, dass die Gleichungen (1.) bis (3.) erfüllt werden, wenn 

n = 2Aa + (2;t + k)y 
— p = 2{n + X)a — 2(ißr-* + Ay 
P = 2(;t + A)a — 2ft/Ji?-« + Ay 

gemacht wird, d. h. wenn a, ß, y folgende Werbe erhalten 

^ 2^ 2|* + 3Z V B*-T* 2|* + X "I 

« _ ^_ ft+^ I TT ^_ ^Ä" + P^\\ 

y~> 2|* + 3z r' ^+x \ß*~r»" r 

Damit sind die linearen Dilatationen u, t;, u^ vollständig bestimmt. 
Für die räumliche Dilatation erhalten wir, wenn wir die Werthe 
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von Q und ss aus den Gleichungen (7.) in (5.) einsetzen, zunächst die 
Formel 

A = 2a + y, ' (10.) 

welche einen constanten, von 8 unabhängigen Werth für diese die 
Ausdehnung der Cylinderwandung, im Allgemeinen aber nicht die Er- 
weiterung des vom Cylinder umschlossenen Hohlraums darstellende 
Grösse ergiebt; weiter finden wir durch Einführung der Werthe der 
Constanten 


2fA + U 


(" + 2 ^^^1 • ("•> 


§ 68. Theorie der Wertheim'schen Methode. 

Wenn wir diese Resultate auf die Beurtheilung der Wertheim- 
sehen Versuche anwenden wollen^ so können wir 

P=0 und 2> = 
setzen 9 wodurch wir für die linearen Dilatationen 

^_ ^ TT f._r. f* + X n 


und für die räumliche Dilatation 

A= TT 

2f* + 8X 

erhalten. 

Nach Wertheim's Methode wird nun die Verlängerung V — l, 
welche der Abstand l zweier am Cylinder angebrachten Marken er- 
leidet, gemessen ; womit 

bestimmt ist; zugleich wird die Erweiterung des Hohlraums F zu F" 

gemessen und damit 

y y 

— ^_ = 2(> + y = A 

gefunden. Nach der Theorie stehen diese beobachteten Grossen in 
dem Verhältnisse 

JL — ^ + ^ 

welches, wenn 

angenommen wird, die einfache Beziehung 

y = 2A 
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liefert. Wertheim fand Zahlen , welche näher an 3 als an 2 lagen; 
er setzte demnach 

^ + A = 3|x, 

woraus, wie bereits in § 66 erwähnt wurde, A = 2^ folgen würde. 

Gegen diese Anwendung der Theorie ist ein Einwand aus dem 
Grunde zu erheben, weil bei Wertheim's Beobachtungen die ge- 
schlossenen Enden des Cyliuders sich nicht so frei auszudehnen ver- 
mochten, wie es in unseren Rechnungen für den offenen Hohlcylinder 
vorausgesetzt wurde. Dieser Uebelstand, welcher sich durch theo- 
retische Betrachtungen nicht leicht würde überwinden lassen, ist ein- 
fach zu beseitigen, wenn man mit Röhren von verschiedener Länge, 
welche sonst gleich sind, arbeitet. 

Ein anderes Bedenken gegen die Wertbeim'schen Resultate liegt 
darin, dass die von ihm benutzten gezogenen Röhren möglicher 
Weise nicht gleiche Elasticität in der Längs- und Querrichtung be- 
sessen haben mögen. 

Eine einwurfsfreie Entscheidung der durch Wertheim angeregten 
Frage nach dem Werthe jenes Verhältnisses würde von der grössten 
Wichtigkeit für die Grundlagen der Theorie sein. Denn, da gegen 
die Entwicklung der Molekular theorien und besonders gegen die Be- 
weisführung in § 35 kein Bedenken zu erheben ist, so kann der 
Grund für eine Abweichung zwischen Theorie und Erfahrung nur in 
den Voraussetzungen der Theorie gesucht werden, wenn sie nicht in 
den Mängeln der Apparate oder in einer Ueberschreitung der Elasti- 
citätsgrenze begründet liegt. 

§ 69. Ho-hlcylinder unter innerem Druck. 

Von den Formeln des § 67 machen wir eine zweite Anwendung, 
indem wir die Deformationen untersuchen, welche ein hohler Cylinder 
durch den in seinem inneren Hohlraum wirkenden Druck p erleidet. 
Wir denken uns zu dem Zwecke den Hohlcylinder an seinen beiden 
Enden durch zwei ebene Platten, deren Elasticität nicht in Betracht 
kommen soll, geschlossen. Jede dieser Deckplatten empfingt dann 
auf der ganzen Basis nr^ des Hohlraums den Druck jrr^jp; durch 
ihre Befestigung an der Cylinderwand auf der ringförmigen Fläche 
x{R^ — r^) entsteht aus diesem Drucke ein Zug TT, welchen die 
Cylinderwand erleidet; beide stehen in der Beziehung 

n{R'-r^)U^nr'p, (1.) 
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Setzen wir nach dieser Formel den Werth von TT in die Glei- 
chungen (9.) § 67 ein und machen zugleich P = 0, so £nden wir 

1 r* 


a 


2(1 + Sl R^—r' 


s«.s 


P °°° 2i» iJ> — r»^' 


(2.) 


und erhalten hieraus die räumliche Dilatation des Cy linders 7ts^'2a 

A'==2(« + A) + y=j.^^ + -J^^)-g^l, (3.) 

für irgend eine Stelle im Innern der Cylinderwand. Hieraus ergiebt 
3ich die Erweiterung des inneren Hohlraums, indem wir für die 
▼ariable Grösse s den Werth r einsetzen. 

Auf diese Formeln könnte man eine Beobachtungsmethode gründen, 
welche der Wertheim'schen ähnlich ist. Misst man gleichzeitig die 
durch Druck im Innern hervorgebrachte Verlängerung des Cylinders 
und die Erweiterung seines Hohlraums, also die Grössen y und A', 
80 giebt das Yerhältniss beider ebenfalls ein einfaches Mittel, die 
Beziehung zwischen fc und A zu finden. Wenn wir beachten, dass 
bei dünnwandigen Gylindem statt s der äussere Radius R gesetzt 
werden darf, so erhalten wir 

j^ = ^<* + 3^ . u\ 

y °^ ^ ' ^ v 

Zur vollständigen Bestimmung des Zustandes, in welchem sich 
der Cylinder befindet, haben wir noch die Grösse der Druckkräfte im 
Innern des cylindrischen Mantels zu berechnen. Der Kenntniss der- 
selben bedürfen wir, wenn wir beurtheilen wollen, welchen Druck im 
Innern der Cylinder, ohne zu platzen, auszuhalten vermag. Wir 
werden darnach auch angeben können, in welcher Richtung der 
Cylinder bersten wird, wenn die Grenze seiner Dehnbarkeit über- 
schritten wird. 

Die Lage der Hauptdilatationsaxen erkennt man sofort ohne 
Rechnung. Die erste hat die Richtung der Axe, also der Coordinate x, 
die zweite die des Radius s, die dritte steht senkrecht gegen die 
beiden anderen Richtungen. Die Werthe der Hauptdrücke findet man 
einfacher, als durch das Theorem (0), aus den Formeln (8.) § 67, 
indem man sie auf einen Punkt, für welchen y »» s und j? ==» ist, 
anwendet. So erhalten wir für den Druck Q in der Richtung der 
Axe, S in der Richtung des Radius und T in der Richtung der 
Krümmung des Cylindermantels 


144 11' Anwendungen auf unkrystalLinische Körper. 

- S = 2 0* + A) 9 + (2 ^ + A)s jj- + A -£ (5.) 

r=2(p+X)9H-As^ + A-^, 
und, wenn die Werthe 

nach den Gleichungen (2.) eingesetzt werden^ 




S^iöT-zi-^P (6-) 




Nach diesen Formeln sind die Werthe der Druckkräfte von sehr 
verschiedener Grosse. Der Druck Q ist constant und bei nicht zu 
bedeutender Wandstarke B — r erheblich grösser als S. Die Com- 
ponente S besitzt ihren grössten Werth p an der inneren Seite der 
Wand für s =» r und sinkt bis zum Werthe Null herab^ den sie an der 
äusseren Seite für s =^ R erreicht Noch grosser, als diese beiden 
Componenten, ist T, welches seinen kleinsten Werth 

an der Aussenfläche für s^^ R annimmt. Daraus folgt; dass unter 
den drei Druckkräften die in der Richtung der Krümmung der 
Cylinderfläche wirkende Spannung T zuerst die Grenze der absoluten 
Festigkeit überschreiten wird, und dass, wenn der Cylinder platzt, 
der Sprung der Längsrichtung des Cylinders folgen wird. 
Die Formel für den Maximalwerth der Spannung T 

-^"« — Ji* — f.« J^i v*v 

welcher für 5 = r erreicht wird, kann zur Bestimmung des Druckes |), 
den ein Cylinder von gegebenen Dimensionen höchstens auszuhalten 
fähig ist, dienen, wenn die Festigkeitsgrenze bekannt ist Das Ver- 
fahren erläutern wir an einem Beispiel, welches sich auf eine von 
F. Neumann untersuchte Spiegelglastafel bezieht Als Mittel aus 
mehreren Messungen ergab sich der Elasticitätsmodul dieses Glases 
zu 1 320 000 Atmosphären, d. h. wenn auf dieses Glas ein allseitiger 
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gleichmässiger Druck von n Atmosphären ausgeübt wurde^ so betrug 
die lineare Zusammendrückung desselben 

n 


1 820 000 

Wenn wir die theoretische Relation ^ «= A =» X; als richtig ansehen, 
80 dürfen wir hiemach aus den Formeln (10.) § 45 und (9.) § 65 
schliessen, dass bei einer einseitigen Zusammendrückung dieses Glases 
unter dem Drucke von n Atmosphären die lineare Compression 

2n 

1 320 000 

eingetreten sein würde. Nun zerbrach diese Glasplatte, als die lineare 

Dilatation 1 : 1440 betrug. Setzen wir diesen Grenzwerth dem obigen 

allgemeinen gleich 

2n 1 


1 320 000 1440 ' 

SO finden wir, dass ein Druck oder Zug von wenigstens 

n = 400 Atmosphären 

dazu nöthig sein würde, um eine Spiegelglastafel zu zerreissen. 
Führen wir diesen Werth in die obige Gleichung für T ein, so finden 
wir, dass der höchste Druck, den ein Glascy linder in seinem Innern 
auszuhalten vermag, 

Atmosphären beträgt. Für gewohnliches Glas wird der Zahlenfactor 
nicht unerheblich geringer anzunehmen sein. 

Mit diesem Resultat vergleichen wir eine gelegentliche Beobach- 
tung von Lothar Meyer ^), welcher fand, dass eine zugeschmolzene 
Glasrohre von 12 mm lichter Weite und 1,4 mm Wandstärke einen 
Druck von 66 Atmosphären in ihrem Innern ertrug, ehe sie zer- 
sprang. Nach der vorstehenden Formel hätte das Rohr einen Druck 
von 82 Atmosphären aushalten sollen. Die Abweichung erklärt sich 
leicht durch die Verschiedenheit des Materials und durch ungleich- 
förmige Beschaffienheit an den zugeschmolzenen Enden. 

1) Pogg. AnD. Bd. 104. S. 189. 1868. Aehnliche üebereinstiinmaiig zeigt 
eine Beobachtung von Quincke (Pogg. Ann. Bd. 160. S. 118. 1877), welcher 
fand, dass eine Glasröhre von 8 mm DurcfamesBer nnd r,5 mm Wandstärke 
einen Druck bis zn 126 Atmosphären ertrug, ohne zu platzen. Nach obiger 
Formel würde sie eine Drucksteigerung bis zu 176 Atmosphären ausgehalten 
haben. Aehnliche Beobachtungen hatMendelejew angestellt (Bull. Soc. Chim. 20 
p. 300. Berl. Ber. üb. d. Fortschr. d. Physik 1874. Bd. 80, S. 260). 

Anmerkung des Herausgebers. 

Naumann, Elasticitftt. 10 
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§ 70. HohlktLgel unter innerem und Süsserem Druck. 

In ebenso einfacher Weise lässt sich die Aufgabe losen, den 
Gleichgewichtszustand einer Hohlkugel zu bestimmen, auf deren äussere 
und innere Oberfläche Druckkräfte wirken. Diese Rechnung würde 
sich unter der allgemeinen Voraussetzung, dass der Druck eine ganz 
beliebig» Function des Ortes ist, unter Anwendung einer Entwicklung 
nach Eugelfunctionen durchftihren lassen. Der Werth dieser Unter- 
suchung liegt in der Möglichkeit, sie auf das grossartige Beispiel 
anzuwenden, welches uns unsere Erde bietet. Auch für ein Rotations- 
ellipsoid ist die Rechnung ausführbar. Wir beschränken uns hier 
auf den Fall einer Hohlkugel, auf deren äussere und innere Fläche 
constante Druckkräfte wirken. 

Wir führen dieselbe Bezeichnung ein, wie in § 67 bei der 
analogen Untersuchung für den Oylinder. Wir nennen den im Inneren 
wirkenden Druck p^ den gegen die äussere Fläche wirkenden eben- 
falls gleichmässigen Druck P; beide rechnen wir als positiy, wenn 
sie in der Richtung des wachsenden Radius wirken. Der innere 
Halbmesser der Kugel sei r, der äussere 22; die Entfernung irgend 
eines Punktes der Eugelschale vom Mittelpunkte, welchen wir zum 
Anfangspunkte der Coordinaten wählen, sei 

s = yx^ + y^ + »^' 

Unter dem Einfluss der Druckkräfte verwandelt sich s in s(l -f- p), 
wenn q die lineare Dilatation in der Richtung des Radius ist; es 
werden aber ebenso die rechtwinkligen Componenten der Yerrückungeu 

M^piT, v = (>y, wr^QZ, (1.) 

so dass Q die nach allen Richtungen gleichmässig erfolgende Dila- 
tation an der Stelle xyz bedeutet. 

Aus diesen Annahmen für die Verrückungen erhalten wir als 
Werthe der Druckcomponenten 


8 ds 


xy dg C^O 


-T. Z.-2,^^ 
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und als Grösse der räumlichen Dilatation 

A = 3p + s^. (3.) 

Die gefundenen Werthe der Druckcomponenten haben für die 
äussere Oberflache, also für s ^=^ R, den Bedingungen (D § 11) 

= P ^ + Xr -^ + ^ jß + ^M-j^- 
= P -ß + Z;r -^ + -Z; ^ + ^* ^ 

zu genügen, welche alle drei übereinstimmend zu der für $ = 22 
geltenden Gleichung 

P = (2^ + 3X)q + (2(1 + X)s ^j (5.) 

fahren; ebenso erhalten wir aus den für die innere Fläche gegebenen 
drei Bedingungen die eine Gleichung für s «= r 

-p = (2^ + 3A)(, + (2^ + A)s^. (6.) 

Die Werthe der Druckcomponenten (2.) unterliegen noch den 
Differentialgleichungen (A § 7) für jeden Punkt im Inneren der Masse 
der Kugelwandung. Wir berücksichtigen diese Gleichungen am ein- 
fachsten, indem wir (Gleichungen (1.) § 64) 

d*u . d*u , g'tt f d*Q , . dg \ x 

dx* "T- ^yt "t- a«* ~ l ^ dfi* "^ d« I 8 
und 

^^ ^ { j ^'g I 1 ^^ 1 ^ 
dx l dfi* "^ ds > 8 

nebst den entsprechenden Grossen für die beiden andern Coordinaten- 
richtungen bilden. Wir erhalten aus allen übereinstimmend die 
Differentialgleichung 

deren Bedeutung ist, dass die räumliche Dilatation A durch die ganze 
Eugelmasse constant ist. Für die lineare Dilatation q, welche dieser 
Gleichung für jeden Punkt im Innern der Masse genügen muss, er- 
halten wir durch Integration die Formel 

Q = A + Bs-\ (8.) 

iu welcher die Gonstanten Ä und B aus den Gleichungen (5.) und (6.) 

— jp = (2ft + 3X)A - All Br-^ 

10* 
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zu bestimmen sind. Wir erhalten 

^ — 2fi + 8X i2»-r» 

-^ "~ 4^ 12» -r»' 
und hieraus fQr die räumliche Dilatation den constanten Werth 

Dieses allgemeine Resultat wenden wir zunächst auf einen 
speciellen Fall an. 

§ 71. Oersted's Pife'zometer. 

Es soll der Druck innen und aussen gleich^ aber entgegengesetzt 
gerichtet sein, oder 

Diese Gleichung ist bei dem Piezometer Oersted^s erfüllt, und es ist 
die besondere Betrachtung dieses Falles von Interesse, weil zur Zeit 
der Einführung dieses Instruments ein Streit über dasselbe entstand, 
zu dessen Beurtheilung unsere Formeln dienen können. 

Das Instrument soll dazu dienen, die Zusammendrückbarkeit von 
Flüssigkeiten zu messen. In einem Gefäss mit starken Wandungen, 
das mit Wasser gefüllt ist, befindet sich eine mit einem offenen 
Capillarrohr yerbundene hohle Glaskugel oder cjlindrische Glasrohre, 
welche die zu untersuchende Flüssigkeit einschliessi Durch eine 
Schraubenvorrichtung kann der Druck im Apparat, welcher sich in 
den inneren Hohlraum fortpQanzt, beliebig gesteigert werden. 

Es handelte sich darum, den Einfluss der Compression der Glas- 
kugel zu eliminiren. Oersted behauptete, diese Compression sei zu 
vernachlässigen; denn da der Druck auf die innere und auf die äussere 
Seite mit gleicher Stärke wirke, so könne die hohle Glaskugel nur 
so comprimirt werden, dass ihre Wandung dünner werde, wodurch 
sich ihr Hohlraum ein wenig vergrössere; da sie aber schon äusserst 
dünn sei, so könne die durch den Druck hervorgebrachte Aenderung 
ihres inneren Volumens nur sehr gering sein; es komme also nur die 
Längenverkürzung der Capillaren, nicht die Volumenveränderung in 
Betracht. Nach dieser Ansicht berechnete er auch seine Beobachtungen. 

Als aber Coli ad on und Sturm die von der Akademie zu Paris 
über diesen Gegenstand gestellte Preisfrage lösten, fanden sie damit 
wenig übereinstimmende Resultate, sondern gelangten zu der Ansicht, 
dass die hohle Kugel so comprimirt werde, als wäre sie eine volle. 
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welche nur von aussen durch Druck comprimirt wird. Dies ist ein 
grosser unterschied. Denn wenn die Ansicht CoUadon's richtig ist, 
so hängt die Compression der Hohlkugel im Piezometer allein von 
ihrem Badius, nicht aber yon der Dicke ihrer Wand ab. Ebenso 
muss es sich bei einem cylindrisch geformten Piezometergefass ver- 
halten. 

Die Frage ist sofort aus unseren Formeln zu entscheiden. Für 
den Fall einer Kugel erhalten wir, wenn P = — p gesetzt wird, 
aus den Formeln des vorigen § 

^ 2Tfe' ^ = 0, 

und daraus die lineare und die cubische Compression 


Ebenso liefern die Formeln des § 67 unter der entsprechenden Vor- 
aussetzung 

für einen innen und aussen gleichmässig gepressten Hohlcylinder 

und daraus für die lineare und die räumliche Zusammendrückung die 
gleichen Werthe wie oben 

^ — ^ A — *^ 

— P = 0.,-I-Q1 > — A = 


Zu genau denselben Formeln würden wir gekommen sein, wenn 
wir die Kugel oder den Cylinder als voll, also r = angenommen 
hätten. Das Piezometergefass wird also gerade so zusammengedrückt, 
wie wenn es voll wäre. Damit ist die Ansicht von CoUadon und 
Sturm gerechtfertigt, nach welcher die Beobachtung mit diesem In- 
strument die Differenz der cubischen Zusammendrückbarkeit der 
Flüssigkeit und der des Glases ergiebt; dagegen ist die entgegen- 
gesetzte Ansicht Oersted's widerlegt. 

§ 72. Anwendung auf Thermometerkugeln. 

Von den Formeln des § 70 machen wir eine zweite Anwendung 
von praktischer Wichtigkeit, indem wir den äusseren Druck 

P=0 

setzen. Dann erhalten wir für die lineare Ausdehnung 
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ist nach den Glchg. (2.) § 33 ^ dass beide Functionen q fär beide 

Medien an dieser Grenze, also für $ s=s r, einander gleich werden, 

folglich 

a = A + Bf-\ 

Die zweite nach § 33 fär diese Grenze erforderliche Bedingung, 
die der Gleichheit der Molekulardrücke in beiden Medien, redacirt 
sich auf die eine Gleichung 

(2(ii + 3Ai) a = (2(iii + 3An) A — 4:yL^^Br-\ 

Endlich haben wir für die freie Oberfläche die frühere Gleichung 

P= (2ftii + 3 An) A — 4ftiiJBii-». 

Aus diesen Gleichungen erhalten wir die Werthe der noch unbe- 
kannten Oonstanten und damit die gesuchte Grosse q. Wenn wir 
als Abkürzungen 


/3(E» - r») + a(2i» + /Sr^) = y 
einführen, so finden wir für das Medium der Vollkugel, also für 

und für dasjenige der Eugelschale, also für r < s < 22, 

p = y 1« + ^ + (1 - «) -;:-! ..—fax- ^'- (^-^ 

Um nun die Frage zu entscheiden, ob die Compression der 
Kugel durch die umhüllende Eugelschale vermindert oder vermehrt 
wird, haben wir zuvor die Grösse der Verdichtung zu bestimmen, 
welche die Kugel ohne Umhüllung erleiden würde. Wir erhalten 
diese aus den vorstehenden Formeln entweder dadurch, dass wir die 
Dicke der Kugelschale verschwinden lassen, also 

2i-r = (J 

setzen, oder, indem wir beide Medien als gleichmässig voraussetzen, 

wodurch 

a= 1 

wird. Beide Annahmen fahren zu dem Werthe 

und liefern für die lineare Dilatation q den Grenzwerth 

welchen wir mit dem oben in Gleichung (2.) gegebenen allgemeinen 


§ 76. Toreion. 155 

Werthe der Compression der inneren Kugel zu vergleichen haben. 
Der Werth des Verhältnisses 


+ lTr('+'':S-)| 


P ^ 1 

oder, wenn wir 

a^l + x und (l+^)g=l+/J^ 
setzen, 


wird = 1, wenn 


P 
9 


— 

1 + J« 
1 + x 

2ft 

+ 81, 


2f*„+3ii, ^ 


» ist; dagegen wird, da ^ positiv und ein echter Bruch ist, 

P <Q, wenn x > oder 2f4 + 3^^ > 2ftii + SA^ 

p<P, „ x<0 „ 2^ + 3A,<2fin + 3A,, 

ist Die Zusammendrückung der Kugel wird also durch den Ein- 
fluss der umhüllenden Schale dann vermindert, wenn der Elasticitats- 
modul 2fiij -{- 3X^1 der Schale grosser ist als derjenige der Kugel 
^f^i+SA^. Ist die Elasticität der Schale geringer, als die der 
Kugel, so wird diese in der Umhüllung starker zusammengedrückt, 
als wenn sie ohne Hülle dem Drucke frei ausgesetzt wird. 

§ 76. Torsion eines Cylinders*). 

Von den bisher betrachteten Beispielen elastischer Formver- 
änderungen durch Dehnung oder Zusammendrückung unterscheidet 
sich die durch Torsion hervorgebrachte elastische Verrückung nicht 
bloss dadurch, dass sie mit keiner Veränderung der äusseren Gestalt 
verbunden ist^), sondern auch, wie die nachfolgende Rechnung zeigen 
wird, dadurch, dass die Torsion nicht von beiden, sondern nur von 
einer einzigen Elasticitätsconstante abhängt 

Ein kreisrunder Cy linder^ von der Länge l sei mit dem einen 
seiner Enden befestigt, an dem anderen mit einem Hebelarme von 
der Länge x versehen, . vermittelst dessen er durch eine Kraft K 
tordirt wird. 


1) Vom Herausgeber hier eingeschaltet. Vgl. das Vorwort 

2) VgL § 1. 

3) Die AaflGsong des Problems der Torsion ftlr andere KOrper hat St 
Venant gegeben: M^m. pr^. p. div. sav. ä TAcad. T. 14. 1856 p. 233. 
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Der entstehende Zustand des gedrehten Cylinders wird darge- 
stellt durch folgende Lösungen der Differentialgleichungen (1.) § 64 

ti C= — ßy0^ V = ßXß, W = 0y (1.) 

wenn die Goordinaten x, y, von der Mitte des festen Endquer- 
Schnitts aus gerechnet werden und zwar z in der Richtung der Axe 
des Cylinders; die Grösse ß ist constant. 

Die angenommenen Formeln genügen den erforderlichen Grenz- 
bedingungen. Erstens wird für den Endquerschnitt z =^0 

M = 0, v = 0, w = 0. (2.) 

Zweitens müssen für die freie Oberfläche des Cylinders, deren 

Gleichung 

(x? + y^ = R^ 

ist, wenn R den Halbmesser bedeutet; nach dem Theorem D § 11 
die Bedingungen 

o=r.|-+r.f (3.) 

erfüllt werden. Dieses aber geschieht durch die angenommenen 
Lösungen ganz allgemein für. jeden äusseren oder inneren Punkt des 
Cylinders; denn es ist nach den Gleichungen (L) 

z, = o, ry = o, z. = o, 


Zj, «= r^ = 


(4.) 


Y, = Zy = — iißx 

Z^ = X, = ft/Jy. 

Endlich muss für den drehbaren Endquerschnitt z ^= l die Be- 
dingung 

2n R 

= Kx +fdq>fdrr{Y,x - X,y) (5.) 



erfüllt werden, welche aussagt, dass das Drehungsmoment der tor- 
direnden Kraft K der Summe der Drehungsmomente der im letzten 
Querschnitt thätigen elastischen Spannungen das Gleichgewicht hält. 
Um diese Summe leichter ausführen zu können, sind die geradlinigen 
Coordinaten x und y nach den Gleichungen 

X = r cos 9, y = r sin 9 
durch Ereiscoordinaten ersetzt. Die Formel (5.) liefert 
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in R 


Kh = iißfdg>fdr r» = ^xiißB'j 


u u 

wodurch die Constante 

und damit die Yerrückungen u und v voIlsiÄndig bestimmt sind. 

Der eingetretene Zustand der Verschiebungen lässt sich leicht 
übersehen. Da überall die Componente «^ «= ist, so ist die Länge 
des Gylinders unverändert geblieben; alle Bestandtheile eines kreis- 
förmigen Querschnitts sind auch nach der Yerrückung in demselben 
Querschnitt und in derselben Lage zu einander geblieben, sie haben 
aber sämmtlich eine gleichmässige Drehung um den Mittelpunkt er- 
fahren^). Diese Drehung nimmt mit wachsender Entfernung z vom 
festen Endquerschnitt zu und zwar wächst sie e proportional , so 
dass <lie Drehung, welche zwei benachbarte Querschnitte gegen ein- 
ander erlitten haben, durch die ganze Länge des Cylinders hindurch 
überall gleichmässig ist. 

Um die Grosse des Drehungswinkels ^ zu bestimmen, bilden 
wir die aus den beiden Componenten bestehende Gesammt Verschiebung 
eines in der Entfernung r von der Axe gelegenen Theilchens 

Yu^ + v« = 2r sin ^ ^ 
and erhalten 

2sin ^ ^ = ßZy 

oder für unendlich kleine Drehungen, welche in dieser Theorie stets 
vorausgesetzt worden sind. 

Auf das drehbare Ende ß =^l angewandt^ giebt diese Gleichung 
die Beziehung 

Kx^^i, (8.) 

zwischen dem Drehungsmoment der tordirenden Kraft K und dem 
Torsionswinkel ^. Den Factor des letzteren 

- = ^ (9-) 

nennt man das Torsionsmoment des Cylinders. Dasselbe hängt 
ausser von den Dimensionen des Gylinders nur von der einen Elasti- 
citatsconstante {i ab, welche man deshalb alsTorsionscoefficienten 
zu bezeichnen pflegt. 

1) Vergl. § 24. 
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Die experimentelle Bestimmung dieser Grösse, etwa für einen 
Metalldraht, kann entweder nach Anleitung der Formel (8.) durch 
Beobachtung des statischen Gleichgewichts des tordirten Drahtes 
oder durch Messung der Schnelligkeit seiner Schwingungen ge- 
schehen. Im ersteren Falle hat man das Drehungsmoment Kx zu 
messen, welches dem beobachteten Drehungswinkel ^ entspricht; es 
ist aber dann darauf zu achten, dass die letztere Grösse nicht in 
Graden oder Minuten, sondern in absolutem Maasse (180^ = n) in 
die Formel einzusetzen ist. 

Genauer kann man das Torsionsmoment nach Co ulomb^s Methode 
durch Beobachtung von Schwingungen bestimmen, welche ein an 
dem untersuchten Drahte hängender schwerer Körper um den Draht 
als Axe ausfuhrt Bezeichnen wir das Trägheitsmoment desselben durch M, 
so ist in jedem Augenblick das Drehungsmoment der Torsionskraft 

M^ ^*- 

Die Integration dieser Differentialgleichung führt zu einem Werthe 
T der Zeit einer einfachen Schwingung, welcher durch die Formel 

y ^ M 

bestimmt wird. Nach dieser Gleichung kann das Torsionsmoment r 
und aus diesem der Torsionscoefficient fi berechnet werden, wenn die 
Schwingungszeit T und das Trägheitsmoment M durch Beobachtung 
bestimmt sind^). 

Ist ausser dem Torsionscoefficienten /i der Elasticitätsmodul 
3f == 2^ -f- 3A für allseitige Zusammendrückung oder der Elasticitäts- 
. coefficient 

für einseitige Dehnung (§ 65) bekannt, so haben wir dadurch ein 
zweites Mittel, da^s Yerhältniss von fi zu A zu bestimmen, von 
welchem nach § 66 das Yerhältfiiss der Längsdehnung zur Quer- 
zusammenziehung abhängt. 

§ 76. Biegung eines Stabes^). 

Ein anderes Verfahren zur Messung dieses Verhältnisses hat 
Eirchhoff^) und nach ihm Okatow^) angewandt, indem sie ausser 

1) Vergl. über die Theorie der Torsioii noch § 163, sowie ^enmann, Ein- 
leitung in die theoretiflche Physik, herausgegeben YOn Pape, 1883, §§ 21 u. 22. 

2) Zusatz vom Herausgeber. 

3) ^^SS' ^J^' ßd. 108. S. 369. 1859. 

4) Pogg. Ann. Bd. 119. S. 11. 1863. 
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der Torsion eines Stabes die Biegung massen^ welche er durch Be- 
lastung der Enden erlitt Die nachfolgende theoretische Berechnung 
entspricht einer ähnlichen Yersochsanordnung. 

Ein Stab CDEF sei mit seiner ebenen Grundfläche CD in der 
Weise gegen eine Ebene aufgestützt und in dem mittleren Punkte 
A an derselben so befestigt, 
dass der Punkt A sich nicht, 
jeder andere Punkt der Grund- a 
fläche aber nur längs der 
festen Ebene verschieben 
kann. Am anderen Ende 
des Stabes sei in JB ein 
Hebel HJ befestigt, an 
welchem das Eräftepaar K wirkt Durch die Wirkung dieser beiden 
Kräfte wird der Stab längs CE zusammengedrückt, längs DF aus- 
gedehnt; in Folge der ungleichen Spannung im Stabe erföhrt^auch 
die Mittellinie AB eine Biegung, welche wir zu berechnen haben. 

Wir wählen den Punkt A zum Anfangspunkte des Ooordinaten- 
systems, rechnen die Coordinate x horizontal in der Richtung der 
vor der Biegung geraden Längsaxe des Stabes, z vertical nach unten, 
y senkrecht gegen beide. Den Differentialgleichungen (1.) § 64 wird 
genügt, wenn wir setzen^) 



M = — aXB 




1^ 
2 


,* + ! 


ayz 


w 


= Y«k + i7TT(^-y*)l' 


(1.) 


worin a eine Constante ist Dann ergeben sich nach den Formeln 
(4.) § 60 folgende Werthe der Druckcomponenten 


-Ä.X = ft i — ;; — ftZ 


ry = o 


z, = 

Zx = z, = a 


(2.) 


ft + x 

Diese Gleichungen zeigen, dass durch unsere Annahme allen 
Bedingungen für die Seitenflächen des gebogenen Stabes Genüge 
geleistet wird, und zwar für jede Form des Querschnitts; die Be- 
dingung, dass diese Flächen von Druckkräften frei sein sollen, wird 
erfüllt, weil nicht bloss für jeden Punkt der Oberfläche, sondern 
durch den ganzen Stab hindurch überall jede mit dem Index y oder 


1) St Yenant: M^m. prds. ä TAcad. T. 14. p. 804. 1866. 
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z behaftete Componente yerschwindet. Ebenso erfüllen die Glei- 
chungen (1.) die für die aufgestützte Endfläche x=^0 geltenden 
Bedingungen; allgemein ist 

für a; = auch m «=» 0, 

und besonders ist für den festen Punkt A^ also 

für rc = 0, y = 0, z = 

(3) 
auch w = 0, t; = 0, «; «= 0. 

Es bleibt nur noch die Bedingung zu erfüllen, dass die einzige im 
Innern des Stabes wirkende Spannkraft Xx dem Eräftepaar K das 
Gleichgewicht hält. Damit das Drehungsmoment um eine durch B 
gehende Axe verschwinde, muss, wenn l die Länge des Hebels HJ 
bedeutet, 

=- Kl — Jfdy dz eX„ (4.) 

sein, wo das Integral über den Endquerschnitt auszudehnen ist. Die 
weiteren Bedingungen des Gleichgewichts werden von selber erfüllt. 
Die angegebene liefert die Gleichung 

Kl = ,>. -?J^ aj'fdy de z^ , (5.) 

welche zur Bestimmung der einzig noch verfügbaren Constante 
a dient 

Ist der Querschnitt des Stabes rechteckig, so erhalten wir, wenn 
wir Länge, Breite* und Höhe des Stabes mit a, 6, c bezeichnen, 
nach Ausführung der Integrationen zwischen den Grenzen — \h 
und + i ^> — i c ^öd + i c, 

was in die obigen Formeln einzusetzen wäre. Für die Senkung des 
mittleren Punktes B im Endquerschnitt, also des Punktes, dessen 
Coordinaten a;*=a, y = 0, = sind, ergiebt sich 

Ist der Stab cylindrisch vom Halbmesser ü, so wird die Glei- 
chung (5.) 

%tt R 

Kl ^= II ^ T_ j^ a j dq> cos^ 9 j dru^y 

u 

also 

4 ji + l Kl^ 

" "™ nik 2f» + 3X i?* ' (8.) 


§ 77. Verhältniss der beiden Constanten. 161 

so dass die Senkung des Punktes B jetzt beträgt: 

^-i^^T^w^'- (9-) 

Haben beide Stäbe, der parallelepipedische und der cylindrische^ 
gleiche Länge a und gleichen Querschnitt 

bc = «1?, 

so verhalten sich die Senkungen W wie 

6 2 

und, wenn b *= Cy der rechteckige Querschnitt also ein Quadrat ist, 
wie 3 : n. Der eckige Stab wird folglich weniger stark gebogen als 
der runde von gleicher Masse. 

§ 77. Beobachtungen zur Bestimmung des Yerhältnisses der 

beiden Elasticitfttsconstanten^). 

Die für die Yerrückungscomponenten aufgestellten Formeln des 
vorigen § enthalten die Begründung einer Methode, welche A. Gornu^) 
benutzt hat, um das Verhältniss der beiden Elasticitätsconstanten 
X und fL zu einander zu bestimmen. Auf einen Streifen Spiegelglas, 
welcher, an zwei Stellen unterstützt, durch ein Paar an seinen Enden 
hängender Gewichte leicht gebogen war, wurde eine zweite Spiegel- 
platte gelegt. Die dünne Luftschicht zwischen beiden Gläsern zeigte 
nach Art der Newton'schen Ringe durch Interferenz entstandene 
farbige Curven; dieselbe waren jedoch nicht Kreise, sondern Hyperbeln. 

Dies ist auch aus unseren Formeln für die Yerrückungen zu 
ersehen. Gleiche Farbe zeigen alle Stellen, an welchen der Abstand 
beider Platten, also die Componente w der eingetretenen Verrückung, 
gleich gross ist. Die Gleichung einer gleichfarbigen Linie erhalten 
wir daher, wenn wir w gleich einer Constanten )u, gleichzeitig aber 
die Coordinate ß gleich dem fßr die obere Fläche gültigen Werthe 
— \ c setzen: 

wo C eine constante Grösse 

bedeutet, in welche der Werth von a aus Gleichung (6.) § 76 ein- 
zuführen ist. Die gefundene Gleichung (1.) bezeichnet bei Variation 
von G eine Schaar von Hyperbeln, deren Asymptoten mit der Längs- 

1) Zum grössten Theile gleichfalls Znsatz des Herausgebers. 

2) Compt. r. T. 69. p. 333. 1869. 

Neu mann, EUtstiolUt. 11 
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axe X des Stabes einen Winkel ^ bildet^ dessen Tangente durch 
die Gleichung 

tang* ^ = 2 


.2 .1. _ O f* + ^ 


bestimmt ist. Die Richtung dieser Linie ist also unabhängig von 
den Dimensionen des zum Versuche benutzten Stabes und wird nur 
bestimmt durch das Yerhältniss 

£ Jl_ 

welches nach den Formeln (9.) § 65 das Yerhältniss der Quercon- 
traction zur Längsdilatation eines einseitig gedehnten Prismas darstellt. 

Man kann demnach dieses Yerhältniss auch dadurch bestimmen, 
dass man die Lage des Hyperbelsystems ausmisst. Diesen Umstand 
benutzte Cornu, indem er an photographischen Bildern der hyper- 
bolischen Linien die Lage der Asymptoten gegen die Kanten des 
Glasprismas mass. Er fand auf diese Weise Werthe des Yerhält- 
nisseSy welche zwischen 0,22 und 0,26 lagen, welche also mit dem 
von der Theorie geforderten Werthe 0,25 vorzüglich gut überein- 
stimmen. 

Auch in anderer Weise ist die Biegung eines Stabes von ver- 
schiedenen Beobachtern benutzt worden, um das Yerhältniss der 
beiden Elasticitätsconstanten zu bestimmen. So hatMallock^) durch 
unmittelbare mikroskopische Messung* der Entfernung von markirten 
Punkten auf der Oberfläche eines gebogenen Stabes seine Längsdeh- 
nung und seine Querzusammenziehung gemessen. Er fand für weichen 
Stahl den mit der Theorie übereinstimmenden Werth des Yerhält- 
nisses 0,253, für andere Stoffe grössere Werthe. 

Ferner haben Kirch ho ff*) und Okatow*) Metallstäbe einer 
Biegung und einer Torsion unterworfen und durch Yerbindung dieser 
beiden Beobachtungen Werthe des Yerhaltnisses der Quercontraction 
zur Längsdehnung erhalten, welche sämmtlich den von der Theorie 
geforderten Werth \ merklich übersteigen. Ebenso haben Yersuche 
von Schneebeli*), welcher die Schnelligkeit von Torsions- und 
Längsschwingungen eines und desselben Metallstabes mit einander 
verglichen hat, meist grössere Werthe ergeben. Durch die Yer- 
gleichung der Dehnung mit der Torsion fanden Eohlrausch und 


^ 1) Proc. Roy. Soc. Vol. 29, p. 167, 1879. 

2) Pogg. Ann. Bd. 108, S. 369, 1859. 

3) Pogg. Ann. Bd. 119, S. 11, 1863. 

4) Pogg. Ann. Bd. 140, S. 589, 1870. 
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Loomis^), sowie Baumeister^ Werthe, welche zwischen J und 
der äussersten theoretisch möglichen Grenze -^ liegen. Dieser Grenz- 
werth gilt nach den Versuchen von Röntgen*) und von Amagat'*) 
für Kautschuk; ebenso wird er für organische Gewebe gefunden. 
Dagegen erhielt W. Voigt*), welcher Glasstabe untersuchte, aus 
Messungen von Biegung und Torsion Zahlen, welche kleiner als das 
theoretische Verhältniss ^ waren; und derselbe Beobachter^) fand für 
galvanisch niedergeschlagenes Kupfer genau den von der Theorie 
geforderten Werth. Littmann^ bestimmte für Drähte den Werth 
etwas kleiner als ^. Everett^) fand für Flintglas Werthe zwischen 
den Grenzen 0,224 und 0,258,. für Metalle grössere Zahlen. 

Demnach schwanken die von verschiedenen Forschern auf ver- 
schiedenen Wegen erlangten Bestimmungen des bereits in § 66 be- 
sprochenen Verhältnisses um den aus der Theorie gefolgerten Werth. 
Es bleibt die Frage zu entscheiden, inwieweit die beobachteten Ab- 
weichungen von dem Mangel der untersuchten Materialien an Gleich- 
mässigkeit ihres Gefüges herrühren, und welcher Antheil den der 
Theorie zu Grunde liegenden Hypothesen zur Last fallt 

1) Pogg. Ann. Bd. 141, S. 502, 1870. 

2) Wied. Ann. Bd. 18, S. 678, 1883. 

3) Pogg. Ann. Bd. 159, S. 601, 1876. 

4) Compt. rend. 21 juillet 1884. 

5) Wied. Ann. Bd. 15, S. 497, 1882. 

6) Berl. Sitzongsb. 1883. S. 961; 1884. 8. 1004. 

7) Breslauer Inaug.-Disa. 1885. 

8) Phil. Tr. 1867, p. 139; Proc. Roy. soc. V. 15, p. 356; V. 16, p. 248. 
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12. Elasticität krystallinisclier Stoffe. 

§ 78. Allgemeine Formeln. 

Auf die vorstehenden Untersuchungen über die elastischen Form- 
yeranderungen unkrystallinischer Körper lassen wir ähnliche Be^ 
trachtungen über krystallinische Medien folgen. Dabei suchen wir 
uns ebenso wie damals yon zweifelhaften Voraussetzungen frei zu 
halten. Wie wir bei unkrystallinischen Stoffen die von der mole- 
kularen Theorie verlangte Gleichheit der beiden Constanten X und ii 
nicht einführten (§ 64); so benutzen wir auch jetzt nicht die in 
§ 41 entwickelten Gleichungen für Ery stalle, weil diese Gleichungen 
aus denselben theoretischen Voraussetzungen wie die Na vi e raschen 
hergeleitet sind. 

Wir entwickeln desshalb neue allgemeine Formeln^ wobei wir als 
alleinige Grundlagen nur die durch die Krystallform gegebenen Sym- 
metrieverhältnisse der Structur^) und die für unkrystallinische Körper 
schon im fünften Abschnitt verwerthete Annahme benutzen, dass die 
Componenten des Molekulardrucks nur von den an jeder Stelle ein- 
getretenen relativen Verrückungen abhängen. Nun aber hängen nach 
den Formeln (7.) § 24 die relativen Coordinaten zweier Massentheilchen 
nach Eintritt einer Verrückung nur von den sechs Grössen 

du dv dtD dv t^ du ^^ i, ^^ ^^ i ^^ 

Jx^ ~dy^ 'dJ^ Tx'^Ty^ ly"^ dz ^ de "^ dx 

ab, in denen, wie früher, w, v, w? die Componenten der absoluten 
Verrückung des vorher an der Stelle x, y, is befindlichen Theilchens 
bedeuten« Demnach können auch die Componenten des elastischen 
Drucks an der Stelle x, y, e nur von diesen sechs Grössen abhängen. 
Wir setzen voraus, dass sie lineare Functionen dieser sechs Grössen 
seien, und bemerken dabei, dass in dieser Voraussetzung nichts Hypo- 

1) Neuere Untersuchungen über diesen Gegenstand sind angestellt Ton 
G. Kirchhoff (Mechanik, 27. Vorles.), W. Voigt (Wied. Ann. 16. 278), BL Aron 
(Wied. Ann. 20. 272) und B. Minnigerode (Gott. Nachr. 1884 S. 196, 374 u. 488). 

Anmerkung des Herausgebers. 
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theidsches liegt, so lange wir die Bedingung festhalten ^ dass die 
VerrQckungen die Grenze der Elasticitat nicht überschreiten. Wir 
setzen also 

^^ t -n dv t ^ dfo t -Tk f du , dv 


-X. = Ä 


w+^ "87+^ -87+^ w+:äs 

dx ' de 




dx 


dx 


+-^'(4f+t)+-f"(l?+-lj 

10 dv i dw t j. f du . dv 

+ ^ -87 + ^ "äF + * W + 'ä^ 


— X« = — K. = a 


du 

dx ^^ ^jEf 


du 
dx ^^ ^ 


(1-) 


+ '' (47+47)+»' (IJ+ 

+ ^ \dz + ay/+^ \aa?+ a« 

worin die Coefficienten A, B, C . .., a, ß, y , . , constante Grossen 
darstellen. 

Diese 36 Elasticitätsconstanten lassen sich im Allgemeinen nicht 
aaf eine geringere Anzahl zurückführen. Jedoch verringert sich in 
den allermeisten Fällen ihre Zahl sehr erheblich; weim der Ery stall 
in Bezug auf eine oder mehrere Ebenen symmetrisch gebildet isi 
Nur in den seltener vorkommenden Fällen des ein- und eingliedrigen 
Systems, wie z. B. beim Kupfervitriol, liegt kein theoretischer Grund 
für eine Verminderung ihrer Anzahl vor. 

§ 79. Erystalle mit einer Symmetrie-Ebene. 

Besitzt der £jry stall nur eine Symmetrie-Ebene, so verringert 
die Zahl der Constanten sich bereits um 16. Um dieses nachzuweisen, 
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betrachten wir, wie oben im dritten bis fünften Abschnitt, das System 
der Dilatationen und das der Verrückungen. 
Mit den Formeln (7.) § 24 

welche die nach Eintritt der Verrückung bestehenden Werthe der 
relativen Coordinaten ^c, \)j } zweier Punkte bestimmen, deren Orte 
vorher a;, y, z und a; + a, y + 6, ä + c waren, vergleichen wir die 
entsprechenden Werthe für zwei symmetrisch zu jenen gelegene 
Punkte. Wird die Ebene, in Bezug auf welche Symmetrie herrscht, 
zur Ebene der x und z gewählt, so sind die symmetrisch gelegenen 
Punkte diejenigen, deren Coordinaten vor der Verrückung a;, — y, is 
und X -\- a, — y — b, -\- c waren; ihre relativen Coordinaten nach 
der Verrückung sind 

t-. - »(1 + If)- - i" (fi- + &-.+ i' G:- + #)-, 
«-.-i«te+lv)_,-K'+l;)-,+*«(lf+47)-, 

worin der angehängte Index — y andeuten soll, dass sich die Werthe 
der DiSerentialquotienten auf den Punkt x, — y, e beziehen. Sind 
nun die Verrückungen in symmetrischer Weise erfolgt^ so muss sein 

und diese Gleichungen werden erfüllt, weim 

(du\ cu ( ^^ \ /'■ ^ ( ^^ j^ ^^\ 

c^x J—y dx \ ^y cxj^y \i y (x) 

(rxf\ ?» /^^*'i^'^\ { ^^ ^L. ^^^\ f\ ^ 

cy }^y — dy \dz + cy /-y "" "" V"ä7 + ~dy ) ^^'^ 

\dz J—y GZ \cx * dz J-^y \dx • dz J 

ist, so dass der Wechsel der Vorzeichen einer gleichzeitigen Aende- 
rung des Vorzeichens von y und v entspricht 

Indem wir zweitens die Druckcomponenten einer ähnlichen Be- 
trachtung unterwerfen, wenden wir den Grundsatz an, dass mit einer 
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Symmetrie der Verriickuugen zugleich eine solche Symmetrie der 
Druckvertheilung verbunden ist^ dass auf zwei symmetrisch gelegene 
Flächenelemente gleiche symmetrisch gerichtete Componenten des 
Druckes wirken. Wir d^iken uns erstens an der Stelle Xj y, js ein 
Flachenelement^ dessen Normale mit den positiven Coordinatenaxen 
Winkel einschliesst, deren Cosinus tp, %) ^ seien; auf dieses Flächen- 
element wirken von der dem Anfangspunkte der Coordinaten zuge- 
wandten Seite her (§ 6) Druckkräfte, deren Componenten nach dem 
Theorem (C.) § 9 

X, = (pXjc + x^if + *X 

sind. Wir stellen uns zweitens auf der anderen Seite der Symmetrie- 
ebene an der Stelle Xj — y, z ein anderes Flächenelement in sym- 
metrischer Lage vor; seine Normale schliesse also mit den Axen der 
positiven x^ der negativen y und der positiven z dieselben Winkel 
ein, wie die Normale des ersten Elements mit den positiven Axen, 
oder es seien die Cosinus der Winkel, welche die Normale des 
zweiten Elements mit den positiven Richtungen der Axen bildet, 
Vf — %} t' Dann sind die Componenten des Druckes, welchen dieses 
zweite Element, ebenfalls von der dem Coordinatenursprunge zuge- 
wandten Seite her, erfährt, 

worin die Indices die frühere Bedeutung haben. Nun soll nach dem 
soeben erwähnten Grundsatze 

(X.-)-, = x„ (r,)_, = - F., (z.')_, = z. 

sein; also müssen folgende Beziehungen bestehen, wenn ebenfalls die 
Druckkräfte symmetrisch vertheilt sind: 

(X«)— y = Xx, (Xy)_y = Xy, (X,)— y =5 X, 

(r.)_, = - y., (r,)_, = r„ (r,)-. = - y. (2.) 

{Zx)—y =■ Zxy (Zy)-y = — -Zy, (^«)— y °= ^»' 

In diese Gleichungen führen wir die Werthe der Componenten 
aus den Formeln (1.) § 78 ein, indem wir die in den Formeln (1.) 
§ 79 gegebenen Beziehungen zwischen den Dilatationen symmetrisch 
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gelegener Stellen benutzen. Wir können dann den Inhalt der Glei- 
chungen (2.) in Worten so aussprechen, dass die drei Normal- 
druckkräfte 

•^xy ^iff ^Z} 

sowie die tangentiale Druckkraft 

ihren Werth nicht ändern, wenn y in — y und t? in — t; verwandelt 
wird, dass dagegen durch diese Vertauschung die Gomponenten 

JLp =^ Xx) Xg = JUy 

ihr Vorzeichen wechseln. Diese Bemerkung führt zu der Folgerung, 
dass aus den allgemeinen Gleichungen (1.) § 78 folgende Constanten 
verschwinden müssen: 

2) = 0, D' = 0, Z)" = 0, *" = 

£ = 0, JE' = 0, £" = 0, iy" = 

a=0, ß =0, y=0, -^=0 

a' = 0, ß' = 0, / =0, &' = 0. 

Demnach vereinfachen sich die Formeln, welche die Werthe der 
Druckcomponenten angeben, für den Fall eines elastischen Mediums, 
welches durch eine Ebene symmetrisch getheilt wird, also fClr die 
zwei- und eingliedrigen oder monoklinischen Erystalle, zu 
folgenden Gleichungen 

-&— X.-." 4^+r ^+r"-^+»-(ä- + 4f) 

welche noch 20 üonstanten enthalten. Die symmetrisch theilende 
Ebene ist die Ebene der x und ss. 

§ 80. Krystalle mit zwei und drei Symmetrie-Ebenen. 

Eine weitere Vereinfachung erhalten wir für die grosse Zahl 
von Erystallen, welche noch eine zweite rechtwinklig zur ersten 
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gelegene Symmetrie-Ebene besitzen. Wir wählen dieselbe zur y;ef-Ebene. 
Eine Wiederholung der yorigen Untersuchung lehrt^ dass durch eine 
gleichzeitige Umkehrung der Vorzeichen von x und u die Vor- 
zeichen von 

^x} ^vj ^»i Yg ^=^ Zp 

sich nicht ändern dürfen, dass aber diejenigen yon 

JOLy = Xxf Zix **= ^» 

ebenfalls wechseln müssen. Hieraus folgt, dass noch folgende acht 
Constanten verschwinden: 

«" = 0, f = 0, y" = (1.) 

1, = 0, *' — 0. 

Dadurch wird die Zahl derselben auf 12 vermindert. 

Endlich findet sich eine Classe von Erystallen, welche noch 
eine dritte auf den beiden ersten senkrecht stehende Symmetrie- 
Ebene besitzen. Den allgemeinsten Fall dieser Classe bilden die 
zwei- und zweigliedrigen Erystalle. Die Berücksichtigung der dritten 
Symmetrie-Ebene führt jedoch zu keinen neuen Bedingungen für die 
Constanten, weil die unter Benutzung der Gleichungen (1.) verein- 
fachten Formeln (3.) § 79 

-X. = A l^ + S -l^-f C 4^ 

ex ^ cy ^ dz 

-Y, = Ä' P- + B' P- + C' ^ 

* ox ' oy ' dz 

dx ' ey ' dz /2.) 

-X, Y,= d (-^ + -^) 


bereits die Gesetze der Symmetrie in Bezug auf die dritte Ebene 
ebenso wie für die erste und zweite erfüllen. Die Gleichungen (2.) 
gelten also sowohl für Erystalle mit zwei rechtwinkligen Symmetrie- 
Ebenen, als auch für Erystalle mit drei solchen Ebenen. 

Die neuen Gleichungen sind allgemeiner als die früher aus der 
Hypothese, dass die Elasticität aus molekularen Anziehungskräften 
entstehe, hergeleiteten Formeln des § 41, welche nur sechs Con- 
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stanteu enthalten. Zwischen den 12 Gonstanten der nenen Glei- 
chungen müssten die Beziehungen 


angenommen werden, wenn sie mit den Formeln des § 41 zur voll- 
ständigen Uebereinstimmung gebracht werden sollten. Die Prüfung 
dieser Beziehungen durch die Erfahrung kann daher zur Entscheidung 
der Frage^ ob die den specielleren Formeln des § 41 zu Grunde 
liegende Hypothese der molekularen Kräfte der Wirklichkeit ent- 
spricht, mit demselben Rechte benutzt werden, wie Beobachtungen 
über das Verhältniss der Constanten l und ft zu einander bei un- 
krystallinischen Körpern. 

§ 81. Krystalle mit zwei gleichen Axen. 

Eine weitere Vereinfachung erhalten wir bei denjenigen Krystall- 
systemen, in denen zwei oder drei Axen unterschiedslos sind, durch 
ein anderes Verfahren, nämlich durch Drehung des Goordinaten- 
Systems um eine der drei Axen. 

Ist der Krystall nach der a;-Axe ebenso gebildet wie nach der 
y-Axe, während die ;ef-Axe eine ungleiche Structur enthalten kann, so 
müssen die Formeln ungeändert bleiben, wenn eine Drehung von 90^ 
um die z-Axe ausgeführt wird. 

Um den Einfluss einer solchen Drehung berechnen zu können, 
entwickeln wir, zugleich zum Zwecke weiterer Anwendung, allge- 
meine Gleichungen für eine Transformation der Goordinaten x und y, 
sowie der Verrückungen u und v auf ein neues System x\ y' und 
h', v', dessen Axen um den Winkel ^ gegen das ursprüngliche ge- 
dreht sind. Setzen wir 

X :s=s x' cos g — y' sin g 

y = a;' sin £ + y' cos g 

M = ti' COS f — v' sin g 

V = u sin i '{' v' cos S 

w = w', 
so wird 
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du cu « 6. I ^t? . Oft (tu , e^» \ 6. • «. 
— - = -, -,- cos* g + -^-r siu* g — (-0— ?- + :^ > / cos £ sm g 
ox ex ^ ^ cy ^ \cy * ex / ® • 

-^ = s^ 8111« g + -^^ COS» t+{j^ + ^^) COS t Sin g 


a^ ~ av 


(1.) 


dy 

^7 + Jy = b?- + dYi "''' ^ + llT- + 77-; «"» ^ 




Ebenso erhalten wir zur Verwandlung der Druckcomponenten die 
allgemeinen Formeln: 

Xx' = X, cos^ %•{• Yy sin^ £ + 2Xy cos g sin £ 

Yy- = Xx sin* £ + Fy cos* £ — 2Xy cos £ sin g 

Z; = Z, (2.) 

Xy' = r^;- = (Yy — X;r) COS g sin g + Xy (cos* g — sin* g) 
y,'- = Zy' = — X, sin 1+ Y» cos g 
Zi' = X^ == X, cos g + y« sin g. 

Hierin sind die Werthe der Componenten X^^ Yx etc. aus den 
Gleichungen (2.) § 80 und in diese die obigen Werthe von -«- u. s. f. 

C X 

einzusetzen, wenn die Componenten im neuen System durch die 
Verrückungen in demselben System ausgedrückt werden sollen. 

Wenden wir nun diese Formeln auf den besonderen Fall einer 
Drehung um g=»^« an, durch welche x' in y, y' in — x und 
ebenso u' in v, i;' in — w übergeht, so finden wir folgende Glei- 
chungen für die Yerrückungen: 

dy "T" dx ~ \dy''^ dx) 

dv dw _ (^i'du'\ ,ov 

dz ^ dy ~ \dx' ^'Wf ^^'^ 

dw , djA idv' , dv}'\ 

dx "^ ~d7 ~ Vdz'~ ■*" Jy^)' 

sowie f&r die Druckcomponenten im neuen Goordinatensystem 

«', y', 0': 


dx 

dy' 

dv 

du' 

dx' 

dw 

dw' 

CZ 

~ d'z' 
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a;.- 

Y„ 

x;=-r., 

X-- 

Y, 

y;, — 

- Xy, 

Yy- Xx, 

r,- 

-X. 

Zy- 

Zy, 

Zg- = Zx, 

z,^ 

z. 


(4.) 


und weiter durch Einführung der Formehi (3.) und (4.) in die Glei- 
chungen (2.) § 80 

-r,-B l^ + A ^ + 0^ 
- r.. = - z^ = * bT + ä^; 

-Zx=-X, = ri (^^-, + -^J. 

Wenn nun die Formeln (2.) § 80 auch für ein um 90*^ ge- 
drehtes Axensystem gültig bleiben sollen^ so müssen die Gleichungen 

-ry.==Ä'^ + B'^ + c'^ 

rjf .ft du' , T.// dv' , y^// dw 

3a; ' dy * de 

-Y. Zy = 1} [-^^^ + J^) 

-Z^ Z,-=* \^^r-^) 

mit den vorstehenden identisch sein. Es ist also 

A^B\ B = A\ G^G\ A''^B'\ 1»' = ^", 

und wir erhalten für Krystalle, welche zwei oder drei Symmetrie- 
Ebenen nebst zwei unterschiedslosen Axen besitzen, also für die 
Krystalle des yiergliedrigen Systems, für die Druckcomponeuten 
folgende Gleichungen, welche noch sieben Gonstanten enthalten: 
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X, — A 

If+^-&+^4? 

T^^'B 

^u , . dv . p dw 
dx ^ dy ^ dz 

Z. — A" 

du , A" ^^ 1 n" ^^ 
a« "T" ^ ay "T" ^ dz 

X,-- 

^•-*Öf+-l^) 

Y. 

^.-''C^ + lr) 

Z, 

^.-'-(l^ + lr)- 


(5.) 


§ 82. Begaläre Krystalle. 

Um endlich zu den Formeln fQr das reguläre System^ in welchem 
alle drei Axen gleichwerthig sind^ zu gelangen^ haben wir dasselbe 
Verfahren f&r eine zweite Drehungsaxe auszuführen. Drehen wir 
z. B. um die x -Axe, so erhalten wir die Beziehungen 

B' = G\ G'^B", A'^A'\ B = C, d = »'' 

zwischen den zwölf Gonstanten der Formeln in § 80. Verbinden 
wir diese mit den im vorigen § aufgestellten Relationen , so finden 
wir fQr Erystalle mit drei gleichen Axen 

A = B' = C" 

A'^A" =B ^B" — G = G' (1.) 

*=,,' = -fr" 

und erhalten fQr die Gomponenten des elastischen Drucks in regu- 
lären Ery stallen folgende Formeln mit drei Constanten 


-Z.-B'^ + Bl^ + S>^-(A-B)>^ + Bt. 


- 3. = - 7. --.(4^ + |1) 


(2) 
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Von diesen Formeln ist der Uebergang zu den für unkrystallinische 
Körper geltenden leicht zu machen. Während für Krystalle die Coor- 
dinatenaxen mit den Symmetrieaxen der Erjstallform zusammenfallen 
müssen, ist in einem unkrystallinischen Körper die Wahl der Axen 
beliebig. Irgend eine Drehung des Coordinatensystems kann also 
auf die Gestalt der Gleichungen und die Werthe der Coefficienten 
keinen Einfluss haben. Hieraus ergiebt sich nach den Formeln des 
§ 81; dass für unkrystallinische Medien noch 

28^A — B 

gesetzt werden muss, wodurch die Gleichungen (2.) mit den in einer 
früheren Untersuchung (§ 31) aufgestellten zur Uebereinstimmung 
gebracht sind. 

§ 83. Hexagonale Krystalle. 

Es bleiben noch die Krystalle des hexagonalen Systems zu unter- 
suchen übrig, deren Grundform die auf einem regulären Sechseck 
stehende gleichseitige Doppelpyramide ist. Die drei Diagonalen 
dieses Sechsecks bilden die drei gleichwerthigen Axen der Krystall- 
form, deren vierte Axe von jenen verschieden ist Um die Gesetze 
dieser Art von Symmetrie auf ein rechtwinkliges Coordinatensystem 
zu beziehen, benutzen wir die Formeln (2.) § 80, welche gültig sind, 
da die beschriebene Krystallform durch drei auf einander rechtwinklig 
stehende Ebenen symmetrisch^ theilbar ist. Dazu kommt als zweite 
Art der Symmetrie, dass eine Drehung um 60^ zu einer von der 
ursprünglichen nicht unterschiedenen Stellung führt. 

Wir bringen demnach die in § 81 entwickelten Transformations- 
forraeln filr 



s- 

60», 

COS 

» 2 ' 

sin 

s= 

zur 

Anwendung, 

wodurch 

wir 

zunächst 




x;- 


+ 

4 ^i'^^ 2 

1/3 

X, 



- ' X 

4 ^' 

+ 

y Y - ^ 

4 ^y 2 

V3 

Xy 


1 

2 


1/3 


z: = z. 

X;=r;- = -Jl/3(F,-X.)-i-X, 

r;-=z; ^yax. + i-r, 

if;. = x;. = |-x.+ J ViY, 
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erhalten. Setzen wir hierin aus den Gleichangen (2.) § 80 die 
Werthe der Oomponenten im alten Goordinatensystem, ausgedrückt 
durch die Verrückungen in demselben System^ ein und führen für 
die letzteren die auf die neuen Coordinaten bezogenen Werthe 


du 1 ru' 

dx 4^ öx' 

dv 3 du' 


dy 4 dx' 

dvD dw' 

~dz dz' 

du 


^ 4 dy' V y^ \dy' ^ dx ) 
+ T ~d]r ^" T 1^^ \dy' "^ dx'J 


dy 

dv_ 

dz 

dw 
dx 


. dv 1 wT (du^ __ dv' \ _ 1 (dW , dv' \ 

'^ ex '^ 2 y^ \dx' dy') 2 Vay' "*" dx' ) 

,dw X ( ar' , dw' \ , 1 /ö (dw' , du'\ 
■*""ay ^ 2\dz'"^ dy' J'^ 2 »^^ \dx' "f" dz' ) 

"^ dz ~ 2 \dx' ■+" dz' J 2 ^^^ \ai?' + ay/ 


ein, so gelangen wir zu Formeln für die auf das neue Coordinaten- 
System bezüglichen Werthe der Druckcomponenten als Functionen 
der Verrückungen in demselben System^ welche den nach dem Sym- 
metriegesetz der sechsgliedrigen Erystalle auch im neuen Axensystem 
gültigen Formeln (2.) § 80 

ox * dy * dz 

Y'f Af du' , T>' dv' , ^, dw' 

- z: = A" i< + B' -K + c" ^'"' 


dx' ' •" dy' T ^ dz' 

-Y. Z, = 1J ^ gy + g-, j 

-Z. X, = » i^-g- , + g^.-J 

identiach gleich sein müssen. Diese Bemerkung fübrt zu einer An- 
zahl Ton Gleichangen, welche durch folgende Beziehungen zwischen 
den Constanten erfüllt werden: 

A'^B, B' = A, C'^C, B" = A", 

28^A — B, »"=11'. 
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Dadurch vermindert sich die Zahl der Gonstanten von 12 auf 6, 
und es erscheinen die für das sechsgliedrige Krystallsystem 
gültigen Formeln in der Gestalt* 


-X. 

r^-A 

du 

dx 

+^ly 

^^ de 


-Yy 

— B 

du 

dx 

+ ^% 

+''^ 


-z. 

= Ä" 

, du 
dx 

+^t 

+c1f 


-X,. 



r. 

=iU- 

■M^+ 

dxl 

-r. 



Zy 

,/dv 

+1?) 


-z. 

= — 

X, 

, /dw 

^i\dx 

1 . f)u\ 



(2.) 


in welcher eine vollkommene Analogie mit den fQr die viergliedrigen 
Krystalle aufgestellten Gleichungen (5.) § 81 hervortritt. 


§ 84. BhomboSdrisches System. 

Nach demselben Verfahren lassen sich die Formeln für das 
rhomboedrische Ej7stallsy8tem entwickeln, dessen Grundform als eine 
doppelte dreiseitige Pyramide aufzufassen ist^ jedoch mit einer solchen 
Bestimmung über das Gesetz der Symmetrie, dass einer Fläche der 
oberen Pyramide nicht eine gleiche der unteren entspricht, sondern 
dass eine Fläche der oberen mit einer Kante der unteren Pyramide 
auf derselben Seite des Ejystalles 
liegt^ und umgekehrt. Ein Bhom- 
boeder ist also nicht durch mehrere 
auf einander rechtwinklige Ebenen 
symmetrisch theilbar. 

Wenn wir die bevorzugte Haupt- 
axe des Rhomboeders zur Axe 
der i?-Coordinate wählen und die 
x-Axe so legen, dass die rcjer-Ebene 
eine Fläche der einen Pyramide 
senkrecht schneidet, und dass eine 
Kante der anderen in dieser Ebene 
liegt, so ist von den drei Goordi- 
natenebenen nur diese eine, die 
xe-TSbeney eine Symmetriebene. Es kommen also die Formeln (3.) 
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§ 79 zur Anwendung. Die in diesen Gleichungen enthaltene Zahl 
von 20 Constanten vermindert sich durch die Bemerkung, dass 
eine um die thAxe ausgeführte Drehung des Coordinatensystems 
um 120^, wie aus der S. 176 gezeichneten Projection zu ersehen 
isty das Coordinatensystem xy in die gleichwerthige Lage x'f/ bringt 
Setzen wir nun in den Formeln (2.) § 81 

6=120«, cosg [, 8inf = 4-y3", 

80 erhalten wir 

worin ans (3.) § 79 die Werthe der Compoi^nten einzuführen sind. 
In diesen Ausdrücken ist dann weiter nach (1.) § 81 zu setzen 

a« ~ 4 8«' "^ 4 ay' ■*" 4 »^^ \dy "*" dx'l 

dy ~ 4. daf '^ 4 dy\ 4 '^ ^ \dy "T" dxJ 


dz dil 


dy '^ dx ~ % ^ ^ \dx dy) 2 \dy "^" dx' ) 

dv ^^ dw Jl_ l dv j^ dw' \ ^^ 1 ^r-^ ( dva _» du \ 

"T" at/ ~ ~ 2 \a/ "*■ wi "^^y ^ Vaz + T7} 


dz ^ dy 2 \a/ ^ ay' 

aio _. du 1 /a»' j^ du \ 1 ^ / ö- / at/ ^^ dv) \ 

■^ + "ä7 "" "" y \ ai^ "<■ az/ "" y ►^ ^ Vaz "+" ä7/ ' 

Dieses Verfahren muss dann zu Werthen für die Druckcomponenten 
im neuen System führen, welche den folgenden 

Neamaun, EUstidat. 12 
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identisch gleich sind. So ergiebt sich wiederum eine Anzahl von 
Gleichungen zwischen den Constanten ; welche erfüllt werden, wenn 

A = B\ A' = B, A" = B'\ 2d = Ä-B, 
C = C\ F" = 0, ri'=»'\ y" = o, 
F F' = — fi, a /T' S 

gesetzt wird. 

Hierdurch wird die Zahl der Constanten um 12 vermindert, so 
dass wir für rhomboedrische Erjstalle folgende Formeln mit 
acht Constanten erhalten: 

welche die Fojmeln (2.) § 83 für sechsgliedrige Erystalle als speciellen 
Fall enthalten und in diese übergehen, wenn 17 und d' ^=^0 gesetzt 
werden. 

Wir schliessen diese allgemeinen Untersuchungen über die 
Elasticitatsgesetze der yerschiedenen Erystallsysteme mit der Be- 
merkung, dass wir nach dem Ergebniss derselben nur behaupten 
dürfen, dass die Gleichungen nicht mehr als 20 Constanten fär die 
zwei- und eingliedrigen, nicht mehr als 12 für die zwei- und zwei- 
gliedrigen, nicht mehr als 7 für die viergliedrigen, nicht mehr als 3 
für die regulären, nicht mehr als 6 für die sechsgliedrigen und nicht 
mehr als 8 für die rhomboedrischen Erystalle enthalten können. Es 
ist aber in jedem dieser Fälle sehr wohl möglich, dass in Wirklich- 
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keit die Zahl der Constanien geringer ist^), und dass aus Beobach- 
tungen sich die Gleichheit einer Anzahl der hier unterschiedenen 
Constanten ergeben mag. 

§ 85. Zusammendrttckung eines Erystalls durch 

allseitigen Druck. 

Indem wir zu Anwendungen der allgemeinen Formeln auf die 
Theorie einzelner Beobachtungsarteu übergehen ; betrachten wir als 
erstes Beispiel das Verhalten eines Ej7stallS; welcher durch einen 
gleichmässig auf seine sämmtlichen Flächen ausgeübten Druck zu- 
sammengepresst wird. Der Werih dieser Untersuchung liegt haupt- 
sächlich darin ^ dass durch sie die Frage entschieden werden kann, 
ob der Erystall nach verschiedenen Richtungen ungleich zusammen- 
gedrückt wird. 

Bezeichnet D den gleichmässig auf die Eiystallflächen wirken- 
den Drucky so gelten nach § 11 für jeden Punkt der Oberfläche die 
Gleichungen 

D cos (n, rr) = X, cos (n, x) -f- Xy cos (n, y) + X, cos (n, e) 

JD cos (n, y) «= F« cos (n, x) -f- Yy cos (n, y) -f- Y, cos (n, b) (1.) 

B cos (n, z) = Zx cos (n, x) -f- Zy cos (n, y) + Z, cos (n, z). 

Dieselben müssen also für jeden Werth der drei Cosinus erfQllt 
werden. Dieser Forderung genügt die Annahme^ dass die Druck- 
componenten für jede Stelle an der Oberfläche und im Innern des 
Erystalls dieselben constanten Werihe annehmen^ und zwar 

Z) = X = Zy = r, 

. B=Yy 0=Y,^Zy (2.) 

D = Zs = Z, = Z,. 

Hieraus folgt, dass die Verrückungen u, v, w lineare Functionen von 
X, y^ z sein müssen. 

Wenn der Erystall zu der Classe derjenigen gehört, welche 


1) Eine weitere Verringeruiig ihrer Zahl, und zwar im allgemeinen Falle 

von 36 auf 21, erhält man durch Einfühnmg der VoranBsetzang, dass die 

elastischen Kräfte, wie in § 63 erwähnt wurde, ein Potential besitzen, aus welchem 

die Werthe sftmmtlicher Druckkräfte auch fOr einen elastischen Körper durch 

Differentiation nach den Werthen der relativen Yerrückungen hergeleitet werden 

können. Vergl. Green, Cambr. phil. Tr. 7, p. 121, 1842; W. Thomson, Quart. 

joorn. math. 1, p. 67, 1857; Kirchhoff, Crelle's Joum. f. Math. Bd. 66, 

S. 290, 1869. 

(Anmerkung des Herausgebers.) 
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durch drei auf einander rechtwinklige Ebenen symmetrisch getheilt 
werden können, so wird den vorstehenden Gleichungen, in welche 
die Werthe der Componenten aus den Formeln (2.) § 80 einzusetzen 
sind, schon durch die einfacheren Functionen 

u = Mx y V = Ny , w = Pß 

genügt. Denn die Constanten üf, Nf P lassen sich so bestimmen, 
dass die verlangten Bedingungen 

= D + A M+B N+C P 

= D + A'M+B'N+C'P 

= D + A"M+ B"U -H C"P 
erföUt werden. 

Durch Auflösung dieser Gleichungen sieht man, dass im All- 
gemeinen die Dilatation nach verschiedenen Richtungen verschieden 
ist. Ein Krystall wird sich also unter allseitigem, gleichförmigem 
Druck nicht, wie ein unkrystallinischer Körper, nach allen Rich- 
tungen gleich zusammenziehen. Eine im luftleeren Räume aus einem 
Krystall geschliffene Kugel wird im lufterfüllten ein dreiaxiges 
Ellipsoid. 

Ist der Krystall ein regulärer, so geben die Gleichungen (2.) § 82 

= B + {A -B)M+Be^ 

= B + (A-B)N + BA 
^B + {A -B) P + BA, 

und hieraus folgt für die räumliche Dilatation 

A = M+ N+P 
der durch die Gleichung 

= 3D-f (^ + 2jB)A 

bestimmte Werth. Weiter erhalten wir für die linearen Dilatationen 
nach den drei Hauptrichtungen den übereinstimmenden Werth 

D 


M=N=P=-- 


A + 2B 


Daraus folgt, dass ein aus regulär krystallisirter Masse bestehender 
Körper durch gleichmässigen äusseren Druck seine Gestalt nur so 
verändert, dass sie sich ähnlich bleibt. 

Die Grösse A + 2B ist der Elaslicitätsmodulus des Stoffes. 
Sein Werth ist constant, während derjenige des Elasticitätscoeffi- 
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cienteu bei einem Erystalle mit der Richtung veränderlich ist. Mess- 
bar ist der Modulus mit Hülfe des Piezometers durch Bestimmung 
der räumlichen Zusammendrückuug 

A 8^ 

" A + 2B 

Ebenso gestaltet in dem Falle, dass der Erystall ein hexagonaler 
oder ein rhomboedrischer ist, die Rechnung sich sehr ein fach , da 
die fOr diese Fälle gültigen Gleichungen (1.) § 84 durch die Ein- 
setzung der Werthe 

erfüllt werden, wenQ die Constanten M und P den Bedingungen 

= D+(Ä + B)M+CP 
0=^D + 2Ä"M+C"P 

unterliegen. Aus diesen folgt 

M D(G"-C)Q 

P D{A + B-2Ä')Q, 

wenn zur Abkürzung 

gesetzt wird. Die Zusammendrückung eines hexagonalen oder rhom- 
boedrischen Krystalls ist also ungleich nach verschiedenen Rich- 
tungen. Eine Eugel wird durch Druck in ein Rotationsellipsoid 
verwandelt; dessen Rotationsaxe die Länge 1 -j- P besitzt; während 
die andere Axe die Länge 1 -f- ^ hat, wenn der Durchmesser der 
Eugel 1 war. 

Es kann sich sehr wohl ereignen ; dass die beiden Grössen M 
und P nicht bloss ungleichen Werth, sondern auch ein ungleiches 
Vorzeichen besitzen. Dann würde der allseitig gepresste Erystall 
sich in einer Richtung zusammenziehen; während er sich in einer 
andern ausdehnt; analog der schonen von Eilhard Mitscherlich^) 
gemachten Entdeckung; dass ein Erystall durch Erwärmung sich nicht 
allein ungleichmässig ausdehnt, sondern sogar in gewissen Rich- 
tungen sich zusammenziehen kann. 

§ 86. Krystallprisma unter einseitigem Druck. 

Wir untersuchen zweitens das Verhalten eines aus einem Erystall 
nach beliebiger Richtung ausgeschnittenen rechtwinkligen PrismaS; 


1) Abh. d. Berl. Akad. 1825. Pogg. Ann. Bd. 1 n. 10. 
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wenn es durch einseitigen Dmck auf zwei einander gegenüberliegende 
Flächen zusammengepresst wird; während die vier Seitenflächen 
druckfrei bleiben. 

Ausser dem auf die Axen des Erystalls bezogenen Coordinaten- 
System der x, y, bietet sich ein zweites rechtwinkliges Axensystem 
i, rjf i dar, dessen Richtungen den Kanten des Prismas parallel 
sind. Der Druck werde auf die der ijg-Ebene parallelen Flächen 
senkrecht, also in der Richtung der S-Axe ausgeübt , und zwar so, 
dass auf der Flächeneinheit der Druck des Gewichtes D lastet. 
Dann ist für die dem Drucke ausgesetzten Flächen 

D cos (I, x) = Xx cos (6, x) + Xy cos (|, y) + X, cos (g, e) 

D cos (S, y) = Y^ cos (g, x) + Y^ cos (|, y) + Y, cos (|, z) (1.) 

B cos (1, 0) = Z;r cos (g, x) + Zy cos (I, y) + Z, cos (g,^), 

dagegen für die freien Seitenflächen 

= Xx cos (iy, x) + Xy cos (ij, y) -{- X, cos (ij, jß?) 

= F, cos (iy, fic) + Fy cos (ij, y) + F, cos (iy, jer) (2.) 

= Zx cos (iy, 0?) + Zy cos (ij, y) + -Z', cos (ij, 0) 
und 

= Z« cos (^ x) + Xy cos (^ y) + X, cos (^ k) 

= F. cos {t,x) + Fy cos (f,y) + F. cos (&iEf) (3.) 

= Z, cos ({, a;) + Zy cos (^ y) + Z, cos (g, ier). 

Da wir die Voraussetzung festhalten, dass die Deformationen 
innerhalb der Grenze der Elasticität bleiben, so versuchen wir, ob 
wk auch diesen Bedingungen durch die .A^ahme genügen können, 
dass die Verrückungen Uy Vy w lineare Functionen der Coordinaten 
Xf y, » sind: 

u = Mx + p'y + nz 

V =^ px + Ny + »»'^ (4.) 

w= nx '\- my •\- Fz. 

Durch diese Annahme werden die Druckcomponenten, wie die Coeffl- 
cienten Jlf, m u. s. w. in den vorstehenden Gleichungen constante, 
d« L von Xy y, z unabhängige Grössen. 

Demnach kann den Gleichungen (1.) bis (3.), welche zunächst 
nur für gewisse Werthe von x, y, z gelten, nur dadurch genügt 
werden, dass dieselben allgemein ohne Rücksicht auf die Werthe der 
Coordinaten Gültigkeit erhalten. Diese Bemerkung führt zu einer 
bedeutenden Yereinfachuug der neun Gleichungen, da man aus je drei 
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eisander entsprechenden Formeln der drei Systeme (1.) bis (3.) nach 
den Bedingungen der Orthogonalitat folgende Formeln erhält: 

Z, = 2) cos* (I, x) Y. = Zy^B cos ($, 0) cos (|, y) 

Yy^D cos« (I, y) Z:,^X, = D cos (S, x) cos (|, 0) (5.) 

Z, = D cos* (I, k) Zy = F, = D cos (I, y) cos (|, a:), 

in welche je nach dem Erystallsystem^ welchem der Körper ange- 
hört, die Werthe der Druckcomponenten aus einem der Formel- 
systeme der §§ 79 — 84 einzusetzen sind. 

Unsere Aufgabe besteht dann nur noch darin, diese Gleichungen, 
welche lediglich constante Grössen enthalten, nach den Unbekannten 
Mj m u. s. w. aufzulösen. Dabei darf der Umstand nicht befremden^ 
dass nur sechs Gleichungen zur VerfQgung stehen , während neun 
unbekannte Coefficienten zu bestimmen sind. Die Gleichungen (5.) 
liefern nämlich die Werthe der sechs Grössen 

M, N, P, m + m', n + n\ p+p, 

welche ausreichen ^ den Zustand der inneren Verschiebungen des 
Körpers y ollständig zu bestimmen, während die Differenzen 

= 111 — fW 
'^n — n' 

nach § 24 nur fär eine gemeinsame Drehung des ganzen Körpers 
Ton Bedeutung sind. 

§ 87. Prisma aus einem regul&ren Krystall. 

In dem besonderen Falle, dass das Prisma aus einem regulären 
Krystall geschnitten ist, gelten die Gleichungen (2.) § 82, aus welchen 
zur Bestimmung von M, N, P folgt: 

(A - B)M+ J5A = - Dcos«(|,rr) 

(Ä^B)N + B^ = — D cos» (g, y) (1.) 

(Ä — B)P + BA = — D cos» (g, b), 



dv 

du 

dz 

dw 

dx 

dv 

du 


worm 
ist, femer 


A=M+N+P 

d(m -f w') = — 2) cos (I, y) cos (|, 0) 

d(n + n ) «= — D cos (g, z) cos (g, x) (2.) 

*(l> + /) — — D cos (g, x) cos (g, y). 
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Während durch die letzteren Oleichungen die durch kleine Buch- 
staben bezeichneten Constanten unmittelbar bestimmt sind^ folgt ans 
den ersteren zunächst die räumliche Dilatation 

^ Ä^ (3.) 

und daraus die linearen Dilatationen 

Durch diese Formeln ist das System der Dilatationen, welche 
der Erystall erleidet, vollständig bestimmt. Die Verlängerung oder 
Verkürzung, welche er in einer beliebig gewählten Richtung erfahrt^ 
können wir auf folgende Weise bestimmen. Wir denken uns in der 
Nähe des Punktes x^y^ z einen zweiten an der Stelle o; -{- a, y -{-h^ 
B -{- Cj 80 dass die Entfernung 9 im natürlichen Zustande durch die 

Formel 

p8 = a« + 6« + c« 

angegeben wird. Durch die Zusammendrückung des Erystalls erfahrt 
der Abstand 9 eine Veränderung A^, welche nach den Formeln des 
yierten Capitels unter Vernachlässigung höherer Potenzen der Dila- 
tationen durch die Formel 

Ap a* du , 6* dv , c^ dw , ab /du , dv \ 

Q ^" dx ' ^ dy ' ^* ^« ' ^" \dy * dx) 

. bc fdv I dw \ , ea (dw , du\ 
ausgedrückt wird oder nach den Formeln (4.) § 86 

Damit ist die lineare Dilatation einer Richtung Qy welche mit den 
krystallographischen Hauptaxen die Cosinus ^y —, — bildet, be- 

V V v 

stimmt^). Setzen wir in diese allgemeine Formel die in den Glei- 
chungen (2.) und (4.) gegebenen Grössen ein, so finden wir den für 
einen regulären Erystall gültigen Werth der linearen Ausdehnung: 

ij Frans Nenmann, Elasticitätsmaea krystallinificher Substanzen. Poggen- 
dorff^B Annalen 18S4, Bd. 81, S. 177. 
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A 


B ( JTäB " V '"^''* (^' *) ~ !• *^°** (i'y)-$ «^s* (5» ^) 1 

y { ^ cos (I, «) cos (g, y) + -^ cos (I, y) cos (|, «) (6.) 

+ ^008(1,«) cos (6,»)). 

§ 88. ZnsammendrttckaDg in der Druckrichtnng. 

Lassen wir die bisher unbestimmt gelassene Richtung q der 
Dilatation in die Richtung des Druckes D fallen, so dass 

-- = COS (I, x) y «= COS (I, y) y = cos (g, 0) 

wird, so erhalten wir einen besonderen Werth der linearen Dilatation, 
welcher zur Definition des Elasticitätscoefficienten f&r diese 
Richtung führt Wir finden 

— -j- {cos* (6, a?) cos" (6, y) + cos* (g, y) cos* (g, ät) 

+ cos*(6, ip)cos«(6,ir)} 

und durch Benutzung der Beziehung, dass 

1 = cos* (I, x) + cos* (I, y) + cos* (g, e) 
ist, einfacher 

T'^^ UÄ-mA+^B) - A - (m - -2ä) (°'^»* (^' ^) 

+ co8*(|,y) + cos*(|,0))). ^^-^ 

Diese Formel^) lässt erkennen, dass das Yerhältniss des Druckes zu 
der in der Richtung seiner Wirkung hervorgebrachten Compression, 
welches der Definition nach den Elasticitätscoefficienten dar- 
stellt, kein constantes ist, wie das in § 85 als Elasticitatsmodul bei 
allseitigem Drucke bezeichnete ähnliche Yerhältniss des Druckes zur 
räumlichen Verdichtung. Wir sehen aber aus der Formel weiter, dass 
die Elasticität eines regulären Erystalls dem Gesetze der Symmetrie 
in den acht Octanten des Raumes gehorcht. Tragen wir die Grösse 
der linearen Zusammendrückung in der Richtung, in welcher sie er- 
folgt, als Radius auf, so erhalten wir eine Oberfläche vierter Ordnung. 


1) Dieselbe ist ans diesen Vorlesungen bereits von Woldemar Voigt mit- 
getheilt worden (Pogg. Ann. Erg. Bd. 7. S. 5). Experimentell bestätigt wnrde 
sie küxslich durch Beckenkamp (Zeitschr. f. Eryst. Bd. 10, 8. 41, 1886) anob 
fOr den Alaun. 
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In dem besonderen Falle, dass das Prisma den krystallographi- 
sehen Axen parallel geschnitten ist, und dass der Druck in der 
Richtung einer dieser Axen wirke^ also für 

cos (I, a:) = 1 , cos (g, y) = cos (g, z) = 0, 

wird die Formel fQr die Verkürzung einfach 

Ap Ä + B D , . . 

so dass sie in einer einfachen Beziehung zu der räumlichen Ver- 
dichtung (GL (3.) § 87) steht 


Ä + 2B 

Für die übrigen Richtuogen führen wir, um die Frage nach den 
grossten und kleinsten Werthen der Elasticität zu beantworten, 
sphärische Coordinaten a und g> nach den Formeln 

cos (I, x) = cos a 

cos (Sy y) es sin a cos g> 

cos (ly jB^) "=» sin a sin 9> 

ein, wodurch wir erhalten 

A^ ^f B 1 / 1 Jl_\ / 4 

9 ~-^l(il-5){.l + 2B) 2^ \Ä--B 29/ V^^ " ,«. 

\ 1 ^ ^^ 
+ sin* a (cos* q> + sin* 9) j | • 

Durch Differentiation nach q> finden wir, dass Maxima oder Minima 
der Zusammendrückung in Richtungen eintreten, für welche 

=« cos q> sin q> (cos* g> — sin* 9) 

ist, also in drei verschiedenen Richtungen, für welche entweder 

cos g> = oder sin 9> «» oder tang* g> ^^ l 

ist. Die ersteren beiden Gleichungen bestimmen eine der Haupt- 
axenebenen, also eine Würfelfläche; nach der dritten Gleichung findet 
sich ein weiteres Maximum oder Minimum in Richtungen, welche 
mit der Axe einen Winkel von 45^ oder 135^ bilden. 

In den beiden ersteren Fällen sin 9> »» und cos 9 «= ist 

T "" ^ { {Ä-mA + 2B) -J9- (z^ - Ji) (cos* « + sin*«)), 
und dieser Ausdruck nimmt seinen grossten oder kleinsten WerÜh 


an, wenn 


= cos a sin a (cos* a — sin* a) 
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wird, also entweder 

C08 a := oder sin a — oder tang* a = 1. 

Im dritten Falle dagegen ist 

^ - -D I (XU BHA + ^B) - ¥ä - (z=B - ¥*) («««* « + * «>°* «) 1 ' 

und der grosste oder kleinste Werth findet statt für 

«= cos a sin a (cos* a — \ sin* a), 
also fär 

cos a a» oder sin a *» oder tang* a =»2, 

Somit erhalten wir dreierlei Richtungen, in welchen der Elasti- 
citatscoefficient ein Maximum oder ein Minimum wird, nämlich die 
Richtungen der Normalen folgender Erystallflächen: 

1) des Würfels: 

sin a s= 

cos a = cos g> = 

cos « «» sin 9 s=s 0; 

2) des Octaeders: 

tang* a e» 2 tang* 9> =» 1 ; 

3) des Granatoeders : 

tang* a = 1 cos g> = 

tang* a = 1 sin 9> = 

cos a = tang* g> = 1. 

Die Werthe des Elastidtatscoefficienten E in diesen dreierlei Rich- 
tungen sind nach der Formel 

9 

aus der Gleichung (3.) zu berechnen. Man findet f&r die Richtung 
der Normalen 

1) des Würfels: 

2) des Octaeders: 


1 


3) des Granatoeders: 

J_ Ä j.i-=^i 

E " 2{A'-B)(A + 2E) "■ 4^ G 
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Welche dieser Werthe Maxima und welche Minima sind, erkennt 
man am leichtesten , indem man die Differenzen 


1 ^ __ 1 1 2 _ M 

E ~ 3 \A — ß 8\ 

J^ _ 1 £ f _2 j. ) 

H Ö"^ 4 VA-B sI 

1 1^_ 1 1 2 _ J_| 

G 0~12\A-B dl 


G 

bildet. Ist die rechterseits stehende Differenz positiv^ so ist 

H<G<0, 

es ist also dann die Elasticität in der Richtung der Octaeder-Normale 
am grössten, in der der Hexaeder-Normale am kleinsten. Ist da- 
gegen jene Differenz negativ, so ist 

0<G<H, 

so dass in diesem Falle die grösste Elasticität sich in der Richtung 
der Würfel-Normale y die kleinste in der der Octaeder-Normale findet 
Zwischen den drei Werthen Oj G und H findet eine einfache 
Beziehung statt, indem 

Jl a. JL JL 

ist. Daraus folgt, dass man durch Messung dieser drei Grössen nicht 
zur Eenntniss der Werthe der drei Constanten A^ B, d gelangen 
kann. Man bedarf also noch einer dritten Beobachtung, z. B. bei 
allseitiger Zusammendrückung. 

§ 89. Querdilatation. 

Eine zweite Anwendung machen wir von den Formeln des § 87, 
indem wir die Ausdehnung bestimmen, welche ein Erystallprisma 
nach seiner Breite erfährt, wenn es in der Richtung seiner Länge 
zusammengedrückt wird. Dazu haben wir die Richtung p, für welche 
wir die Dehnung bestimmen, senkrecht gegen die Richtung |, in 
welcher der Druck wirkt, anzunehmen, also die Formel 

« ^ cos (g, x) + j cos (g, y) + y cos (6, g) (1.) 

anzusetzen. Nach Quadrirung dieses Ausdruckes erkennen wir sofort, 
dass die allgemeine Formel (6.) § 87 für unseren Fall die Gestalt 

T '^ r-B ATiB - ^ ij^B - ii) ($ <'°«* (S' *) (2.) 

+ v" cos» (I, y) + 7? C08* (g, e)) 
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annimmt. Hiervon machen wir Gebrauch^ um die im vorigen Para- 
graphen behandelten drei Fälle auch in Bezug auf die gleichzeitig 
stattfindende Querdilatation zu erörtern. 

Erstens, wenn der Druck in der Richtung der Normale der 
Würfelfläche ausgeübt wird, so dass 

co8(|, «) = !, co8(6, y) = 0, co8(|, jer) = 

ist^ so muss für die auf derselben senkrecht stehende Richtung von 
Q der Cosinus 

gesetzt werden. Demnach betiägt die Querdilatation in diesem Falle 

Ap D B ' _ 

9 ^ A-B A + 2B~^' 

sie ist also constant^ d. h. unabhängig von der Lage der Seiten- 
flächen des Prismas. Vergleichen wir diese Querdilatation mit der 
im vorigen Paragraphen gefundenen Längscompression 

Aq _ D^ _ D Ä + B , 

9 "^ H^ A-B A + 2B~ *' 

so finden wir das Verhältniss beider, welches bei unkrystallinischen 
Körpern wie 1:4 ist, in diesem Falle bei einem regulären Erystall 

1 B_ 

l ~ A + B* 

Ebenso ist im zweiten Falle, in welchem der Druck in der 
Richtung der Octaeder-Normale wirkt, die Querdilatation constant; 
denn für die Druckrichtung ist 

cos* (I, x) = cos* (6, y) = cos* (I, j») — t , 

also die Querdilatation' 

^ 5_ ^ _ 7) /_! L\ 

Q A-^B A + %B ^Ka — B %d) 

^^XA-'BÄ+tB 2d/ 

Wenn drittens der Druck in der Richtung der Normale der 
Granatoederfläche ausgeübt wird, so gelangen wir zu den rich- 
tigen Formeln, indem wir 

cos* (g, x) — cos* (S, y) = i , cos (I, xf) = 

setzen. Bezeichnen wir dann den Winkel, welchen die Richtung von q, 
also der betrachteten Querdilatation mit der g-Axe bildet, durch (9, 0), 
80 dass 
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C08 (p, Z) = y 

ist, 80 ergiebt sich die seitliche Dilatation 

als abhängig von der Richtung p; sie ist also von* der Lage der 

Seitenflächen abhängig und somit für jedes der beiden Paare von 

Seitenflächen verschieden. Ist eine Seitenfläche eine Würfelfläche, 

f&r welche 

cos* (9, j») «=» 1 

wird^ so ergiebt sich derselbe Werth der Querdilatation 

Ag D B 

(f "^ A—B A+^B^ 

den wir für den ersten Fall, in welchem der Druck in der Richtung 
der Normale der* Würfelfläche wirkte, erhielten. 

Dieses ist die Folge eines allgemeineren Satzes: Ist eine der 
Seitenflächen eine Würfelfläche, so erfahrt diese immer dieselbe 
Querdilatation, welches auch die Lage der gepressten Grundfläche 
des rechtwinkligen Prismas sein möge. Die Richtigkeit dieses Satzes 
erkennt man leicht, wenn man beachtet, dass in der allgemeinen 
Formel (2.) für eine Würfelfläche zwei der drei Grössen a, h oder 
c = zu setzen sind, und dass unter diesen Verhältnissen wegen der 
Bedingung (1.) die trigonometrische Function aus der Gleichung (2.) 
verschwindet. 

§ 90. Aenderung der Winkel eines regulären Krjstalls 

darch Druck. 

In Folge der besprochenen Ungleichheit der Querdilatation kann 
durch einen einseitig ausgeübten Druck eine Veränderung der Winkel 
auch bei einem regulären Erystall eintreten. Diese Aenderung ist 
leicht und genau zu messen, wenn man die in § 58 bereits näher 
beschriebene Methode anwendet, die Bilder einer Scale, die von den 
spiegelnden Flächen zweier symmetrisch gestellten Erystalle zurück- 
geworfen werden, zu beobachten. Es bedarf für den jetzigen Zweck 
nur noch einer Vorrichtung, den Druck steigern zu können, etwa 
einer gegen Bleiplatten drückenden Schraube, und eines Apparats 
zur Messung des Druckes, z. B. einer Federwage. 
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Zur Berechnung der Winkeländerungen denken wir uns eine 
Ebene, deren Lage im natürlichen Zustande des Erystalls durch die 
^Gleichung 

a * * e 

bestimmt ist, also eine Ebene, welche die Erystallaxen in drei 
Punkten, deren Coordinaten 

a, 0, 0, 6, 0, 0, c 

sind, schneidet. Nachdem die Wirkung des Druckes eingetreten, 
haben diese drei Punkte Verrückungen u, t?, to erlitten, welche durch 
die Formeln (4.) § 86 angegeben sind; die neuen, Coordinaten des 
ersten sind also 

(1 + M)a, pa, na, 

ebenso die des zweiten und des dritten 

p'b, (1 + J06, m6, 

nc, tnCy (1 + P)c. 

Wenn nun die durch die drei Punkte gehende Ebene die durch die 
Gleichung 

1-- + -^ + — 

bestimmte neue Lage. angenommen hat, so ist 

1 !-{• M , p I n 
a Oj ^1 Ci 

1 ^ P I ^ + N . ^ 
6 '^^ Ol * bi Ci 

JL = A J- —\l. ^ + -P 
c "™ Ol *" 6, ' Cj ^ 

wofQr man mit Vernachlässigung von Gliedern zweiter Ordnung auch 
setzen kann: 

j_ 1 — 3f P.— .iL 

Ol a h e 

Jl _ _ A J. ^ — ^ _ ^ /i \ 

&i a "^ 6 c ^^'^ 

J n m . l — P 

Cj a ft ' c 

Die drei Winkel »i, ß^, y^, welche die Normale der Ebene yor 
dem Beginne des Druckes mit den Coordinatenaxen einschliesst, sind 
durch die Gleichungen 

cos cti=~ cos ft = y cos ^ = f 
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bestimiiit, wenn 

gesetzt wird; nachher bilden sie Winkel «i + A«i, /J, + A/S^, y^ + Ayi, 
welche den Gleichungen 

C08 («, + Aa.) - -|- , cos (ß, + Aß,) - -fi- , cos (y» + Ay,) = f- 
unterliegen^ wenn 

ÖxM^. + ^7' + ^l-l 

ist Durch Einsetzen der Werthe aus den Gleichungen (1.). erhält man 

cos («1 + AaJ = {cos a, — ilf cos o^ — p cos ft — n cos yi } g^ 
cos (/J, + ^ A) = { cos ft — p cos «1 — ^cos ft — m cos y^ ] jj (2.) 
cos (yi + Ayi) = { cos yi — n cos «i — m' cos ft — P cos yi } Ji i 
wenn 

1 «— gl* { (cos «1 — Jf cos Oj — p cos /Sj — n cos y^)* + etc. } 

gesetzt wird, also mit Vernachlässigung von Gliedern zweiter Ordnung 

1 = ?i { 1 — 2 (M cos* Oj + ^ cos* ft + P cos*yi + {p + p') cos Oj cos ft 
+ (m + w') cos /J, cos yi + (w + n') cos yj cos c^) } . 

Eine zweite Ebene, deren Normale vor der Pressung die Winkel 
^9) ßi^ Y% ^^^ ^^^ Axen bildete, wird nach derselben so liegen, dass 
die Winkelwerthe o^ -j- A1X2, /S^ -f- ^A» Y% '\' ^Y%^ deren Cosinus 
durch gleiche Formeln (2.) bestimmt sind, erreicht werden. Vor dem 
Drucke schlössen beide Ebenen einen Winkel 6^ mit einander ein, 
dessen Cosinus 

cos 6q =» cos «1 cos 1x2 + cos ^1 cos ^2 + cos yi cos yg 

war, während derselbe nach dem Drucke den Werth 6 erreicht hat, 
welcher der Formel 

cos 6 = { COS 6q — 2 (Jlf cos «1 cos a, + ^cos /Jj cos /Jg + -P cos yi cos y^) 

— - (p + P') (cos «1 cos /Jg + cos «2 cos ft) 

— (w + m') (cos /J, cos yg + cos ^2 cos yj 

— (n + n) (cos yi cos a, + cos y2 cos Oj)} gifj 

genügt Hierin hat q^ seine frühere Bedeutung, q^ ist die analoge 
Grösse, die sich nur durch den in (2.) veränderten Index der Winkel 
unterscheidei 

Ist der Winkel der beiden Ebenen gegen einander, wie in 
unserem Falle, 
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6^ = 90^ COB 6q = 0, 

so dürfen die Grossen 

«1 = 1 «2 = 1 

gesetzt werden y weil dann die Formel fiOr cos 6 nur kleine Grössen 
erster Ordnung enthält. Führen wir demgemäss die Bezeichnang 

6 = 6^+^6 = 90^ + ^6 

ein^ so wird 

cos 1^ = — sin Ad = — ^6. 

Für diese Grosse erhalten wir demnach , wenn die für einen 
regulären Erystall geltenden Werthe der Dilatationen aus den Formeln 
(2.) und (4.) § 87 in (3.) eingesetzt werden^ den allgemeinen Aus- 
druck 

+ cos* (1, 0) COS yi cos y, } 

— -T- { cos (I, x) cos (I, y) (cos a^ cos ^^ + cos «g cos /Ji) (4.) 

4- cos (5, y) cos (6, 0) (cos ^^ cos y, + cos ß^ cos yj) 
+ cos (5, i?) cos (I, x) (cos y^ cos «2 + cos y, cos aj } , 

welcher sich bei der Anwendung auf die der Beobachtung zugäng- 
lichen Fälle bedeutend vereinfacht. 

Suchen wir zunächst die Aenderung des Winkels^ welchen die 
beiden nicht gepressten Flächenpaare des rechtwinkligen Prismas mit 
einander einschliesseU; so ist^ da beide Flächen gegen die Druck- 
richtung senkrecht liegen^ 

= cos (6, x) cos «1 4" cos (I, y) cos ft + cos (6, 0) cos y^ 

= cos (5, x) cos «2 + cos (5, y) cos ß^ + cos (|, 0) cos y, . 

Mnltiplicirt man diese beiden Formeln mit einander^ so findet man 

+ cos* (1, 0) cos yj cos y, } . 

Nach dieser Formel tritt nicht unter allen Umständen eine 
Winkeländerung ein. Wird z. B. der Druck in der Richtung der 
Erystallaxe x ausgeübt^ so ist 

cos (I, a?) = 1 cos (I, y) = cos (|, 0) = 

und für die Seitenflächen 

cos «j = cos «2 = 0. 

Es wird also auch Ai^ = 0. 

Neamann, ElMtidt&t. 13 
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Wird in der Richtung der Octaeder-Normale gedruckt, so ist 

cos* (I, x) = cos* (I, y) = cos* (g, ^) = i , 

also wegen der Gleichung 

= cos «1 cos a^ + cos ß^ cos /J, + cos y^ cos y^ 

ebenfalls AcJ = 0. 

Wenn drittens die Druckrichtung mit der Normale einer 6ra- 
natoederfläche zusammenfallt , so dass 

cos (I, rc) = cos* (I, y) = cos* (|, ;») = -J- 

wird^ so erhalten wir die Winkeländerung 

oder, weil beide Richtungen auf einander senkrecht stehen, 

^<f = I> {-JZLl^ — ^) sin «1 cos «1 . 

Es giebt also auch hier Fälle , in welchen keine Winkeländerung 
eintritt. Die grosste Aenderung tritt ein für «j = 45®. 

Wenn wir dagegen die Aenderung des Winkels, welchen die 
gepresste Fläche mit einer freien bildet, kennen lernen wollen, so 
haben wir fQr die gepresste Fläche 

cos «1 «= cos (5, x)j cos /3i =« cos (5, y), cos y^ = cos (|, b) 

zu setzen und die Formeln 

1 s cos (I, a;) cos «1 + cos (g, y) cos ß^ + cos (|, z) cos y^ 
= cos (S, a;) cos «^ + cos (S, y) cos ß^ -f- cos (S, j?) cos y^ 

zu benutzen. Multipliciren wir sie wieder mit einander, so erkennen 
wir, dass 

A(y = 2) (y r- j^) (cos' (I, a?) cos «2 + cos* (6, y) cos ft 

+ cos*(g, £:) cosy^j 

wird. Diese Aenderung des Winkels beobachten wir verdoppelt, wenn 
wir nach der im Eingang erwähnten Methode zwei Prismen sym- 
metrisch über einander stellen und beide gleich stark pressen. 

Wenn die Richtung der Pressung, sowie die Normale der freien 
Fläche in die rry- Ebene fällt, wenn also die Ebene beider einer 
Würfelfläche parallel liegt, so dass 

cos (I, jßf) = cos «8 = sin (|, x) 

wird, so erhalten wir den vereinfachten Ausdruck 
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Aff = iD(l-^)8m4(|,x), 

welcher zeigt ^ dass keine Winkelanderang eintritt; wenn 

(I, x) = 0«, 45^ 90^ XX. 8. w. 
ist, dagegen ein Maximum derselben , wenn 

(I, x) — 22,5^, 67,5^ u. s. w. 

Messangen dieser Winkelanderangen können stets nor die schon 
in § 88 bei der Untersuchong der Dehnung in Betracht gekommene 
Constante liefern. Sollen also alle drei Constanten Ä, B und S be- 
stimmt werden, so genügen Beobachtungen an zusammengedrückten 
Erystallen nicht zu diesem Zwecke. 

§ 91. Rhomboedriscbes Krjstallprisma unter einseitigem Druck. 

Nach demselben Verfahren lässt sich die Aufgabe, die Gestalts- 
veränderung eines Erystalles durch Druck zu berechnen, ebenfalls für 
andere Erystallsysteme losen. Wir behandeln sie noch für das 
rhomboedrische System, da bereits Beobachtungen über die Elasti- 
cität rhomboedrischer Krystalle vorliegen. 

Wir haben auch hier den Gleichungen (5.) § 86 durch Annahme 
der linearen Functionen (4.) § 86 för die Verrückungen zu genügen, 
nur mit dem Unterschiede, dass für die Druckcomponenten jetzt die 
Werihe, welche für das rhomboedrische System gelten, aus den 
Formeln (1.) § 84 einzusetzen sind. Die Auflösung der erhaltenen 
sechs Gleichungen ergiebt folgende Ausdrücke für die Constanten, 
von denen die Verrückungen abhängen: 

M = - ^D j (^ + ^^) co8> (S, X) + (^ - <) cos« (I, y) 

- 2 1 cos*(|,^) + 2|^ cos (I, e) cos \%, x)] 

^ = - ^^ 1(5 - ^) <^°«* (S' *) + (? + 1) «««* (5. y) 

— 2-g-co8*(|,Ä) — 2^co8(|, «)cos(|,a;)} * /jv 
P^-^[{A-\-B) cos* (I, z) - Ä" (cos« (I, X) + cos» (|, y)) j 

m-f to'= — -n{(4 — -B) cos (6,y)cos(|,«) — 2d'co8 (g, x) cos (|, y)| 

» + ♦•' -|{(^-B)co8(|,;s)co8(|,fl;)+«r(co8»(|,a:)-co8*(|,y))) 

P + r»' =- — -^ |2ij' cos (6, x) cos (I, y) — 2ij cos (g, y) cos (g, e)]. 

13* 
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welchen der Elasticitätscoefficient ein Maximum oder ein Minimum 
erreicht. 

Diese Resultate der Theorie sind durch eine höchst verdienst- 
volle Experimental-Untersuchung von Baumgarten ^) bestätigt worden, 
welcher die Elasticität von Kalkspathstäbchen dadurch bestimmte, dass 
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er die Stärke ihrer Biegung mass, wenn er die an zwei Punkten 
unterstützten Stäbchen in der Mitte durch Gewichte belastete. Die 
verschiedenen Werthe, welche er bei verschiedener Neigung der 
Längsrichtung des Stabes gegen die krystallographische Hauptaxe 
erhielt, lieferten bei graphischer Darstellung die obenstehende Curve, 
deren Radien den beobachteten Biegungen proportional sind'). Die 
beigeschriebenen Zahlen sind die zugehörigen Werthe des mit der 
Axe gebildeten Winkels y. Die in folgender Tabelle enthaltenen 
relativen Werthe der Biegungen 

86 76 48 49 

gestatten, die Coefficienten der Gleichung (5.) zu bestimmen 
49 = i/ 4.86 = jEr + /- K— L 

16 = 1 4.4S = H+I—K+L 

und darnach die Biegungen für jede andere Richtung zu berechnen, 

1) Pogg. Ann. 1874. Bd. 152. 8. 869. 

2) Aehnliche Gurven fand Coromilas (Inaug.-Diss. Tübingen 1877; Zeitschr. 
f. Kryst. n. Min. Bd. 1, 8. 407) fOr Gyps ond Glimmer. 
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so daes weiter angestellte Beobachtungen zur Yergleichung der Theorie 
mit der Erfahrung dienen können. So erhalten wir 

y = 22,5^ berechnet 69. beobachtet 66 

67,5 „ 31,8 „ 32. 

Die üebereinstimmung würde grpsser ausgefallen sein, wenn alle 
sechs Beobachtungen zur Berechnung der vier Goefficienten verwandt 
worden wären. 

Aus den vier Coefficienten, welche auf diesem Wege bestimmt 
werden können, gelangen wir noch nicht zu einer vollständigen 
Eenntniss der Elasticität des Erystalles und ihrer Gesetze, sondern 
wir bedürfen, um die Werthe aller acht Constanten zu ermitteln, 
noch weiterer Beobachtungen. 

§ 92, BhomboSdrischer Erjstall unter allseitigem Drucke. 

Die Form Veränderungen, welche ein rhomboedrischer Ery stall 
oder ein aus einem solchen hergestelltes Prisma durch allseitigen 
Druck auf seine Flächen erleidet, lassen sich auf demselben Wege 
bestimmen, wie es in § 85 für einen regulären Erystall geschehen 
ist. Die dort aufgestellten Formeln (1.) und (2.) bleiben unverändert 
gültig; es sind aber in dieselben die Werthe der Druckcomponenten 
aus den Formeln (1.) § 84 einzusetzen, wobei in diesen letzteren die 
Verrückungen u^ v, to nach den Gleichungen (4.) § 86 als lineare 
Functionen der Coordinaten anzusehen sind. So erhalten wir 

-D^A M+B N+C P--ri(n + n) 

-D = BM + A N+C P+ri(n + n) 

- D = Ä'M + Ä'N + C"P 

= i^(A-B)(jp+p') + ri{m + m!) 

= d' (p + p) + V (*^ + ^') 

= d' (jy- - Jtf ) + V (w + n ) 

and durch Auflösung die Werthe 

C"-G 


M= N D 


R 


worin B dieselbe Bedeutung wie in § 91 hat. Hieraus folgt, dass 
eine aus einem rhomboedrischen Erystall geschliffene Eugel vom 
Badius 1 sich in ein Rotationsellipsoid mit den Azen 
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l-B^:^ und 1-2)^+^-^^ 


yerwandeln wird, wenn sie dem allseitigen Drucke D ausgesetzt wird« 

Ist der Körper von Ebenen begrenzt, so ändern sich die Winkel 
in der Weise^ dass eine Fläche , deren Gleichung vor der Ausübung 
des Druckes 

a * ö * c 
war, nach dem Eintritt desselben durch die Formel 

1 ^ 5_ L y I ^ 

^ «/"i _L an I »»/i _i_ v\ "T 


dargestellt wird. Daraus folgt, dass sich die natürliche Gestalt eines 
rhomboedrischen Erystalls durch allseitigen äusseren Druck so ver- 
ändert, dass er noch dem rhomboedrischen Erystallsystem, jedoch 
mit yerändertem Werthe des Axenyerhältnisses anzugehören scheint 
Da die jetzt gefundenen Werthe der Dilatationen M und P 
nicht dur<!h die Constanten H, i, K, L, welchen wir im vorigen § be- 
gegneten, ausgedrückt werden können, so haben wir in der Beobach- 
tung der unter allseitigem Druck eintretenden Veränderungen ein Mittel, 
zwei weitere Constanten zu bestimmen. Beobachten lässt sich zu- 
nächst die räumliche Dilatation 

Misst man weiter die entstehenden Winkeländerungen, so erhält man 
daraus die Differenz M — P. 

Eine experimentelle Untersuchung dieser Verhältnisse würde 
auch für die Beantwortung der Frage von Bedeutung sein, ob die 
Ausdehnung eines Erystalls durch Wärme und seine Zusammen- 
ziehung durch Abkühlung denselben Gesetzen folgt, wie seine Form- 
veränderung durch Verminderung oder Steigerung des Druckes. 
Findet man, dass beide Vorgänge in gleicher Weise vor sich gehen, 
und dass das Verhältniss von Jf zu P bei Erwärmung denselben con- 
stanten Werth annimmt, welchen es bei der Zusammendrückung be- 
sitzt, so würde daraus folgen, dass die in § 58 zur Definition des 
thermischen Druckes eingeführten Constanten j),., py und p, auch in 
einem Krystalle für die drei Axenrichtungen den gleichen Werih 
besitzen. 
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§ 93. Neuere üntersachungen über die Elasticitfit 

der Erjstalle^). 

Ausser diesen in seiner Vorlesung mitgetheilten Untersuchungen 
hat Herr Geheimrath Neumann noch zwei weitere wichtige Auf- 
gaben, welche die elastischen Formveränderungen krystallinischer ' 
Prismen betreffen , auf Grundlage seiner vorstehend entwickelten 
allgemeinen Theorie der Elasticitat der Erystalle gelöst. Er hat 
nämlich erstens die Biegung eines mit Gewichten belasteten krystal- 
linischen Stabchens und zweitens die Torsion eines solchen Stäb- 
chens unter dem Einfluss eines drehenden Eräftepaares berechnet. 
Diese Untersuchungen können hier nicht mitgetheilt werden; wir 
müssen uns begnügen, darauf hinzuweisen, dass die schliesslichen Er- 
gebnisse derselben von Woldemar Voigt') mitgetheilt worden sind, 
und dass dieser im Anschlüsse an die Untersuchungen Neumann's 
selber mehrere Abhandlungen') über die Theorie der elastischen 
Formveränderungen von Erystallen verofifentlicht hat. 

Voigt's^) experimentelle Untersuchungen über die Elasticitat 
des Steinsalzes haben zuletzt folgende Werthe für die drei Constanten, 
welche nach den Formeln des § 82 die Elasticitat des genannten 
regnlär krystallinischen Eörpers bestimmen, geliefert; es ist 

^ = 4750, -B=1300, *=1290, 

wenn als Einheit der Druck eines Eilogramms gegen die Fläche eines 
Quadratmillimeters angenommen wird. Diese Zahlen beweisen für 
das Steinsalz die Beziehung 

B = *, 

durch welche die Formeln (2.) § 82 der Neumann'schen Theorie mit 
denjenigen zur Uebereinstimmung gebracht werden, welche sich aus 
den allgemeinen Gleichungen (1.) § 41 der Poisson'schen Theorie 
ergeben, wenn für einen regulären Erystall die drei krystallographischen 
Axen einander gleich angenommen werden. 

Ob dieses früher von Voigt bestrittene Verhältniss zwischen 
den Constanten der Theorie auch bei allen anderen Erystallen des 
regulären Systems zutrifft, muss vorläufig unentschieden bleiben, bis 
weitere Beobachtungen vorliegen werden. Bis jetzt sind alle drei 

1) Zusatz des Heraasgebers. 

2) Unters, d. Elasticitätsyerh. d. Steinsalzes. Eönigsberger Inaug.-Diss. 
Pogg. Ann. Erg. Bd. 7. S. 1 n. 177. 1876. 

8) Wied. Ann. 1882, Bd. 16, S. 278, 898 n. 416. 
4) Sitznngsber. d. Berl. Akad. 1884, S. 999. 
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Constanten nur für den Flussspath gemessen, und zwar hat Voigt^) 
A = 1450, B = 2300, d = 3400 

gefunden, während H. Klangt) 

Ä =1320, B = 4250, * = 3300 

erhalten hat. Es ist also nach Voigt JB < d, nach Klang B > d. 
Wenn nun auch die mit grösserer Vorsicht und feineren Hülfs- 
mittelu angestellte Beobachtung des Ersteren grösseres Vertrauen 
verdienen mag, so berechtigt doch bei der durch die Sprödigkeit des 
Materials erhöhten Schwierigkeit der Versuche diese Erfahrung an 
einem einzigen Material keineswegs zu dem Schlüsse, dass die Theorie 
Poisson's nicht zutreffe. 

Es sind zwar noch mancherlei Erystalle, auch solche, welche 
nicht zum regulären Systeme gehören, auf ihre Elasticität unter- 
sucht worden; doch ist bis jetzt für keinen dieser Körper die 
gesammte Zahl seiner Elasticitätsconstanten vollständig bestimmt 
worden, so dass kein weiterer Schluss über die Gültigkeit oder die 
Unzulässigkeit der Poisson'schen Theorie möglich ist. 


1) Sitzangsber. d. Berl. Akad. 1884, S. 1003. 

2) Wied. Ann. 1881, Bd. 12, S. 331. 


Gesetze for die Fortpflanzung ebener Wellen. 

13. Theorie der Wellenbewegungen auf Grund der 

Molekularhy pothese . 

§ 94. Allgemeine Formeln. 

unsere nächste Aufgabe soll sein, die Gesetze der Ausbreitung 
ebener Wellen in einem elastischen Medium zu entwickeln. Wir 
wenden uns damit einer der wichtigsten Anwendungen der Theorie 
der Elasticitat zu, da wir durch diese Untersuchung zugleich zu den 
Gesetzen der Polarisation und der Doppelbrechung des Lichtes ge- 
langen^). Aus diesem Grunde werden wir die Rechnung allgemein für 
krystallinische Stoffe durchführen und erst nach Feststellung der 
allgemeinen Auflösung auf den besonderen Fall der Wellenbewegung 
in unkrystallinischen Körpern, also auf die Ausbreitung von Schall 
und Licht in diesen Medien, eingehen. 

Wir beginnen die Untersuchung zunächst auf der Grundlage 
der im siebenten Abschnitt aus der Hypothese der molekularen 
Kräfte hergeleiteten Gleichungen, obwohl wir im vorigen Abschnitt 
allgemeinere Gleichungen aufgestellt haben, um das Verhalten 
elastischer Korper bei Zusammendrückung, Biegung und Drillung zu 
erklären. Wir thun das nicht nur in Rücksicht auf die geschicht- 
liche Entwicklung der Theorien, welche uns jetzt beschäftigen werden, 
sondern auch deshalb, weU es nicht nothwendig ist anzunehmen, dass 
die Bewegungen des Lichtäthers in Krystallen genau denselben Kräften 
und Gesetzen unterliegen, wie die wägbare Substanz des Körpers selbst. 

W<enn wir yon äusseren, bewegenden Kräften absehen, so gelten 
nach den Glchg. (2.) § 41 die Differentialgleichungen 


1) F. N enrnann, Poggendorff'B Annalen Bd. 25, S. 418. 1882. Aach Ganchy, 
Mäm. de TAcad. de Paris T. X, p. 293, 1880. 
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8*10 , 3*w , 3'to , >-tS*to , „, 8'u , „ 3'» 


Wir jiehmen an, das Medium sei unbegrenzi Dann sind keine 
Bedingungen fQr die Oberfläche zu erfüllen. Jedoch genügen unsere 
drei für jeden Punkt im Innern geltenden Gleichungen nicht zur 
vollständigen Bestimmung der drei Functionen u, v^ vo. Unsere Auf- 
gabe bleibt, wie man nach einer einfachen üeberlegung einsieht, un- 
bestimmt, so lange nicht für irgend eine bestimmte Zeit, also etwa 
für ^ = 0, die Werthe der Verrückungen ti, i?, w und der Ge- 
schwindigkeiten, d. h. ihrer Differentialquotienten nach der Zeit, als 
Functionen des Ortes gegeben sind. Ohne diese Eenntniss würden 
uns die Mittel fehlen, die durch die Integration der partiellen Diffe- 
rentialgleichungen zweiter Ordnung erhaltenen willkürlichen Grössen 
zu bestimmen. 

Wir bezeichnen die Werthe der Verrückungen zur Zeit < «= O 
durch 

K = f^(^; y; ^), Wo = ^(^, y» ^), Wo = w'C^, y, ^) (2-) 

und die der Geschwindigkeiten durch die Functionen 

{^)r^'^-^y^')^ (-1:-).= ^'(-'j''^)' (If)„-^(*»J''*). ^'-^ 

welche nicht die deriyirten der vorigen, sondern von ihnen ganz un- 
abhängig sind. 

§ 95. Integration. 

Für unsem Zweck, die Bewegung ebener Wellen zu untersuchen, 
brauchen wir die Gleichungen nicht allgemein zu integriren, sondern 
es genügt anzunehmen, dass für alle Theile, welche auf je einer 
einem System paralleler Ebenen angehörigen Ebene liegen, die Ver- 
rückungen u, v, M7 zu derselben Zeit stets dieselben Werthe haben; 
mit andern Worten, dass die Verrückungen nur verschieden sind, 
wenn man von einer bestimmten Ebene dieses Systems übergeht zu 
einer ihr parallelen, dass dieselben aber gleich bleiben, wenn man in 
jener Ebene selbst in irgend einer Richtung fortgeht. 

Es sei 5 die' senkrechte Entfernung einer diesem System ange- 
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hörigen Ebene Tom Anfangspunkte der Coordinaten und die Gleichung 

dieser Ebene 

s^px + qy + r0, • (1.) 

so dass p, q, r die Cosinus der Winkel bezeichnen , welche die Nor- 
male der Ebene mit den Ooordinatenazen bildet. 

unserer Annahme nach sind u, v, w nur Functionen von s und t 
Dieser Fall erreicht seine Verwirklichung, wenn Uy F, W und 
U\ V\ W nur von s abhängen. Die Glchg. (2.) und (3.) § 94 
werden also 

(«)o-=?7(s) K«F(s) Ho=Tr(s) (2.) 


(4f)o- ns) fe-)„= Vis) (4^) = WXs). 


(3.) 


Femer erhalten wir jetzt 

du du ds du^ ^'u 2 ^*** ^'u d^u 

dx ds dx " ds dx^ " ds^ dxdy -^^ ds* 

du du ds du d*u ^ d^u 

dy ds dy ^ ds dy* "^^ ds* 

u. s. f. u. s. f. u. s. f. 

Dadurch werden die Glchg. (1.) § 94 

«-gtr=={ci)*+5gr*+or»} j^ + 2aqr-^+2eqp~ (4.) 

Dieses System von partiellen Differentialgleichungen können wir voll- 
slAndig und allgemein integriren durch die Annahme der Werthe 

U^='Mfp{s + tot), V = Nfp(jS + (Dt)^ W = Pfp{S'{' (Dt)y (5.) 

wo M, N, P, o constant und tp eine willkürliche Function von s -{- wt 
ist. Durch Einsetzung in die Gleichungen (4.) findet man nach Hebung 
des gemeinschaftlichen Factors 

d*q> 1 d*q> 

folgende Gleichungen 

BMm" ^[Ap'+cq^ +hf^]M+2cpqN + 2h prP 
. sN(a^ = { cp^ + Bq^+ av^]N+ 2aqrP + 2cqpM (6.) 
€Pm^ = { bp^+aq^+Cf^]P'{-2brpM+2arqN, 
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denen wir durch Verfügung über die drei unbestimmten Grossen 

N P 

• 'S' ~M' ® 

genügen können^ Durch Elimination der beiden ersten Constanten 
aus den drei Gleichungen erhalten wir zur Bestimmung von (o* die 
cubische Gleichung 

{Ap^+ cb^+ br^- s a)«)(cjp*+ B^+ ar^— e ©«) {bp^+ ag«+ Cr*- €©*) 

- 4c2|>«g«(6p«+ aq^+ Cr^- «©«)+ 16a6cjp«gV=0. 

Die drei Constanten M^ N, P lassen sich nicht vollständig aus 
den Glchg. (6.) bestimmen, sondern nur das Yerhältniss ihrer Werthe. 
Da sie aber in den Gleichungen (5) nur mit einer willkürlichen 
Function fp multiplicirt vorkommen, so können wir, ohne der All- 
gemeinheit Eintrag zu thun, eine willkürliche Relation zwischen 
ihnen einführen. Setzen wir 

M^ + N^ + P^ = l, (8.) 

so definiren wir dadurch Jlf, JV, P als drei Cosinus, welche eine 
Richtung und zwar die Richtung der durch die Formeln (5.) darge- 
stellten Verrückung in Bezug auf die Axen bestimmen. 

Für jede Wurzel o* der cubischen Gleichung (7.) erhalten wir 
andere Werthe der Grössen M, N, P, und wir dürfen für jeden Werth 
-{- o oder — a einer solchen Wurzel der Function fp eine andere 
Bedeutung geben. Wir erhalten also sechs verschiedene Functionen u, v, 
sowie w, welche particulare Lösungen der Differentialgleichungen sind. 
Die vollständige Auflösung unseres Problems wird, da alle Glei- 
chungen linear sind, durch die Summe aller sechs einzelnen gebildet. 
Demnach erhalten wir 

v^~-=N,S, + N,S, + N,S, (9.) 

u?^P,S, + P,8, + P,S,, 

wenn Jfj, N^, Pj und Jlfg, N^^ Pg, sowie Jfj, N^, P^ die drei Werth- 
systeme der Cosinus bezeichnen, welche mit je einer der drei Wurzeln 
Oj*, 02*, Oj* der cubischen Gleichung (7.) die Formeln (6.) erfüllen; 
dabei bedeuten ferner die drei Grössen S Functionen von der Form 

Sj = 9)1(5 + o,^) + ^i(s — ©lO 

S, = 9,(s + ai,0 + Ms - ö»0 (10.) 
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wo die sechs Functionen q> und ^ in yollkommen willkürlicher Weise 
von ihren Argumenten abhängen. 

§ 96. Bestimmung der willkürlichen Functionen. 

Diese willkürlichen Functionen erhalten ihre Bestimmung aus 
den Gleichungen (2.) und (3.) § 95, nach welchen 

U (s) = M,(S,\ + M,{S,\ + M,(S,\ 
V (s) = N, (S,)o + N, (S,)o + ^« ('S,)« 
W{s) = P. («Oo + P* (S,\ + P, (S,)o (1 ) 

ist, wenn 

(5,) = g)(s) + *(«) 

\dt/o^ y ds ds I 

ist. Durch Auflösen der Gleichungen (1.) bekommen sie die Form 

i^^l-t^iü'+v.r+^.w (3.) 

Setzen wir diese Werthe in die Gleichungen (2.) ein^ die wir auch 

in der Form 

(S)o = 9.(s) + *(s) ^^^ 

oder 

■*w-l((^-^/f|)/'l 

schreiben können^ so erhalten wir 
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2,).(s)-M.|p+i7'<(«r}+».{r+ij<isrj 

worin der Index n die Werthe 1, 2, 3 annehmen kann. Damit sind 
die sechs willkürlichen Functionen durch die gegebenen sechs Functionen 
U, F, W, U\ V\ W bestimmt und mit ihnen durch Aenderung des 
Arguments s in 5 + ©^ resp. s — out die Werthe der Functionen • 
^{s -^ out) und if{$ — Git)j aus denen man dann nach den Glei- 
chungen (10.) die gesuchten Grossen Uj v, vo als Functionen der Zeit 
und des Ortes vollständig bestimmt erhält. Somit ist unsere Auf- 
gabe vollständig und allgemein gelost. Die in den Formeln vor- 
kommenden Coefficienten ft, v, tar, My Nj P hangen nur von der 
Richtung von s und den Elasticitätsconstanten ab. 

• 

§ 97. Entstehung von sechs Wellenebenen. 

um den Inhalt der gefundenen Formeln zu übersehen^ betrachten 
wir einen besonderen einfachen Fall, welcher die Natur hat, dass alle 
verwickeiteren aus derartig einfachen zusammengesetzt werden können. 

Wir nehmen an^ das ganze Medium befinde sich zur Zeit t =^0 
in Buhe und Gleichgewicht, mit alleiniger Ausnahme der Theilchen, 
welche zwischen zwei parallelen Ebenen im Abstände j von einander 
liegen. Legen wir den Anfangspunkt der Goordinaten in die erste 
dieser Ebenen, so herrscht nach dieser Annahme zur Zeit t = Ruhe 
und Gleichgewicht auf allen denjenigen Ebenen, für welche s grosser 
als j oder kleiner als Null ist. Ueber die Geschwindigkeit und die Ver- 
rückung der Theilchen in dem Intervall zwischen beiden Ebenen 
5 =s und 5 OB ^* machen wir keine Voraussetzung ausser der bereits 
eingeführten, dass beide für eine und dieselbe Ebene dieselben Werthe 
haben sollen, also nur von s abhängen. Nehmen wir j unendlich 
klein an, so haben wir den Fall einer einzelnen Wellenebene. 

Aus unserer Annahme, dass die Functionen 

U, F, W, U\ V\ W 
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nur dann, wenn ihr Argument s zwischen und j liegt, von 
verschiedene Werthe besitzen, folgt nach den Glchg. (6.) § 96, 
dass auch die Functionen fp{s) und ^(5) nur für Argumente zwischen 
und j von Null verschieden sein können. Bei diesem Schlüsse 
dürfen wir davon absehen, dass zu den Integralen noch Constante 
hinzutreten können; denn eine gleichmässige Verrückung und Be- 
wegung des ganzen Mediums kommt für unseren Zweck nicht in 
Betracht. 

Weiter schliessen wir, dass auch die Functionen q>(s -^ at) und 
tf^(s — (ot) so lange den Werth Null behalten, bis eins der Argumente 
jene Grenzen und j erreicht hat. Dasselbe gilt nach den Glei- 
chungen (9.) und (10.) § 95 von den Componenten der Verrückung 
und der Geschwindigkeit 

du dv dw 
w, V, w, sowie -^, -g^, -^. 

So erkennen wir, dass sechs verschiedene Wellen entstehen, von 
denen eine jede dadurch bedingt ist, dass eins der sechs Argumente 

s — ©1^, s — Og^, s — 03^ 

der Functionen in das zwischen den Grenzen und j enthaltene Be- 
reich eintritt. Sehen wir j als eine uuendlich kleine Grösse an, so 
können wir diese Bedingung für das Erscheinen einer Welle dahin 
abändern, dass eine der sechs Gleichungen 

s + a>i^ = 0; s + 02^ = 0, s + a>3^ = 

8 — (O^t = 0, S — GH^t = 0, s — (O^t = 

erfüllt werde. Diese Gleichungen bestimmen durch die Werthe des 
Abstandes s vom Goordinatenanfange sechs Ebenen, von denen drei 
auf der positiven, drei auf der negativen Seite derjenigen Ebene 
liegen, in der allein zu Anfang Bewegung und Verrückung zu finden 
war. Der Abstand von dieser Ebene wächst bei allen der Zeit t 
proportional. Dieses Verhalten führt zu der Deutung unserer Formeln, 
dass aus der ursprünglichen einzigen Wellenebene sechs getrennte 
Wellenebenen oder drei Paar getrennter Wellenebenen entstanden 
sind, welche sich mit gleichmässiger, aber unter einander verschie- 
dener Geschwindigkeit fortpflanzen und daher sich immer weiter von 
einander entfernen. Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des ersten 
Paares ist o^, die des zweiten o^ und die des dritten cd,. Die 

Ken mann, Elastlcit&t. 14 
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Richtung der Fortbewegung ist aber in je zweien, die ein Paar bilden, 
entgegengesetzt Es behalten daher die drei Paare immer eine 
symmetrische Lage in Beziehung auf die Ebene, von der die Be- 
wegung ausging. 

Die specielle Voraussetzung, dass anfönglich Yerrückung und 
Bewegung nur in einer Ebene vorhanden war, ist hierbei unwesent- 
lich. Denn wir können jeden Anfangszustand auflösen in den speciellen, 
den wir behandelt haben. Wenn nämlich Verrückungen in mehreren 
Ebenen stattfanden, so können wir auf jede dieser Ebenen dieselbe 
Erwägung anwenden. Es pflanzen sich also von jeder anfänglich 
bewegten oder verschobenen Ebene immer drei räumlich getrennte 
Wellenpaare mit verschiedener Geschwindigkeit nach beiden Seiten 
fort, gleichgültig, ob die anfänglichen Ebenen nahe an einander oder 
weit von einander entfernt lagen. 

§ 98. Richtung der Bewegung in den sechs Wellen. 

Diese drei Wellenpaare unterscheiden sich nicht bloss durch die 
Schnelligkeit ihrer Fortpflanzung, sondern auch durch die Richtung 
und Grösse der Geschwindigkeit und Verröckung in ihnen; denn es 
sind die Componenten der Verrückungen 

auf der positiven Seite auf der negativen Seite 

in der ersten Welle 

li = Jfi^i {s — (Oj^i) u == M^ipi {s -|- öj t) 

V == Ni tl;i{s — cOit) t; = N^ g)^ {s + Oj t) 

in der zweiten Welle 

V = N^ tiis — Ö2O V = JV2 g)2{s + CJ2O 

W= Pg ^2(6' — Ö2O W= P2 92(5 + «»20 

und in der dritten Welle 
u = M^^iß — Ö3O w = -äfsqPaCv + (O3O 

Hieraus erhält man die Cosinus der Winkel, welche die Richtung 
der Geschwindigkeit mit den Coordinatenaxen bildet, in dem ersten 
Welleupaare nach den Formeln 
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du 

et 


vm+ m+ (t)' 


Jir,, 


dv 
"dt 


i/(^")*+(|^)'+fty 


-jf,, 


~dt 


vm+ (i:)'+ {^) 




Für die zweiten Wellen findet man ebenso die Cosinus 
und endlich für das dritte Paar Wellenebenen 

Dieselben Cosinus bestimmen die Richtung der Yerrückungen. 

In den Systemen von Wellenebenen, die «ich wegen der ver- 
schiedenen Werthe von o von einander trennen^ ist also für jede 
Welle die Richtung der Bewegung und der Yerrückung eine andere. 
Doch bleibt in einer jeden Welle diese Richtung stets dieselbe für 
jedes s und jedes t, d. h. an jedem Ort und für alle Zeit. 

Die Richtung der Bewegung und Verrückung ist ferner unab- 
hängig von der Natur der Functionen q> und ^; sie ist ausser mit 
der Richtung s der Fortpflanzung nur mit dem Werthe von o* ver- 
änderlich; sie ist nach den Formeln (6.) § 95 durch denselben voll- 
kommen bestimmt, so dass eine gewisse Bewegungsrichtung unzer- 
trennlich mit der zugehörigen Fortpflanzungsgeschwindigkeit der 
Welle verbunden ist. 

§ 99. Fortpflanzungsellipsoid. 

Das Gesetz, welches die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Welle 
und die Richtung der Verrückungen in derselben bestimmt, kann 
sehr einfach durch Construction mit Hülfe eines dreiaxigen EUipsoids 
dargestellt werden. 

Die Gleichung dieses noch näher zu bestimmenden EUipsoids sei 

«a;«+ a5y«+ e;gf«+ 2®:ry + 2®xz +'2^yz = 1. 
Der Radiusvector sei R und die Cosinus der Winkel desselben gegen 

14* 
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die Coordinatenrichtungen a, ß, y. Dann erhalten wir nach § 16 zur 
Bestimmung der Axen dieses EUipsoids die Gleichungen 

a« + ®^ + ©y = |, 
»« + »^ + Sy -= Jf 

aus welchen man durch Elimination von a, ßyy eine cubische 
Gleichung zur Bestimmung von B für die Äxen des EUipsoids gewinnt. 
Vergleichen wir diese Gleichungen mit den Glchg. (6.) § 95^ 
welche zur Bestimmung von cd dienten^ so erkennen wir, dass beide 
Systeme identisch gemacht werden können, wenn wir setzen 

3)==2cpg; iS = 2bpr', g = 2agr; 

W = ^"^ • 

Also wird die Gleichung des EUipsoids 

{Ap^+ cq^+ bt^)x^+ (cp'+ Bq^+ar^)y^+ {bp^+ aq^+ Cr^z^ 

-{- Acpqxy + ^brpxz + A^aqryz = 1. ^ '^ 

Die Hauptaxen dieses EUipsoids hängen allein von den 
Elasticitätsconstanten des Mediums ab, sowie von der 
Lage der ursprüglichen Erschütterungsebene, also von den 
Cosinus Pj 3, r. Die Richtung der Hauptaxen ist dieselbe, 
wie die Richtung der Bewegung in den drei Wellenpaaren. 
Die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten o der Wellen sind 
proportional den reciproken Halbaxen 22 des EUipsoids. 

Die Richtungen der Bewegung in den drei Wellen- 
paaren stehen also senkrecht auf einander, und es bestehen 
die Relationen 

M^M^ + N^N^ + F^F^ = 

M,M, + N,N, + P,F, = (2.) 

Wenden wir dies auf die Glchg. (1.) und (3.) § 96 an, so werden 
die letzteren 
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(^\ ^M,U'+ N, V'+ P, W (3.) 

(^\^M,U'+N,r+P,W 

(^\^ M,ü'+ N,r+ P,W. 

Die Grossen {Si)qj (^2)0; (^3)0 ^^^^ ^^^^ nichts anderes als die Com- 
ponenten der ursprünglichen Verrückungen nach den Richtungen der 

r~) , (-öT") nichts anderes als die Componenten deir ursprüng- 
lichen Geschwindigkeiten nach denselben Richtungen. 

§ 100. Die Formeln bezogen auf die Hauptaxen des Ellipsoids. 

Daraus folgt; dass alle unsere Formeln eine bedeutende Verein- 
fachung erfahren, wenn wir, statt wie bisher die Erystallaxen, fortan 
die Hauptaxen des Ellipsoids zu Coordinatenaxen wählen. 

Bezeichnen- wir die Componenten der ursprünglichen Verrückungen 
nach diesen neuen Äxen durch 


u, r, w, 

und ebenso die Componenten der anfanglichen Geschwindigkeiten 
nach denselben Richtungen durch 


U\ V\ W\ 

wo diese sechs Grössen entweder direct gegeben oder aus den 
früheren U, F, TF, Z7', F', W nach den gewöhnlichen Formeln der 
Transformation deif Coordinaten berechnet sein können , so erhalten 
wir statt der Gleichungen (3.) § 99 

Wo = r (^l •= r (1.) 

Auf dieselbe Weise werden die Formeln (9.) § 95, wenn u, v, w die 
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Componenten der Verrückungen nach den neuen Coordinaten be- 
zeichnen; 

i; = s, (2.) 

w = S3, 

oder nach den Glchg. (10.) § 95 durch Einsetzen der Bedeutungen der S 

u = 9?! (5 + <^i + ^1 (5 — ^i 

Nach den Glchg. (5.) § 96 wird ferner 

ti (« + ox = 1 1^ (« - «1 + ^fu'ds 

und analog für jede der drei verschiedenen Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeiten (D, wenn U mit V oder TF vertauscht wird. 

Demnach werden, bezogen auf die Axen des Fortpflanzungs- 
ellipsoids, 

« = I ( F(s + «D, + Vis -a>,t)] + gi- { y r (?s - j'v'ds (4.) 

Es entstehen also durch eine ursprüngliche Welle drei 
im Allgemeinen räumlich getrennte Wellen, von denen jede 
entsteht aus den Componenten der anfänglichen Yer- 
rückungen und Geschwindigkeiten nach der Richtung einer 
Axe des Fortpflanzungsellipsoides. Wir dürfen daher den 
Ausdruck für die Yerrückungen in jeder einzelnen Welle getrennt 
discutiren. Ferner setzen sich die Yerrückungen in jeder 
entstehenden Welle durch einfache Addition zusammen aus 
einem Theile, der aus der ursprünglichen Componente der 
Yerrückung entstande'n ist, und einem andern, der sich aus 
der anfänglichen Geschwindigkeitscomponente herschreibt. 


§ 101. Welle durch anfängliche Verrückung. 
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Beide Theile können wir wieder getrennt untersuchen. In jeder 
Welle liaben die Verrückungen die Richtungen der ursprüng- 
iiclien Componenten; denen sie ihre Entstehung verdanken. 


§ 101. Untersuchung der aus einer Yerrtlckung entstandenen 

Welle. 

Wir führen die Discussion der Formeln (4.) für die Welle u 
durch und zwar zunächst für den Fall; dass die Bewegungen dieser 
Welle nur aus einer anfänglichen Yerrückung entstanden sind. Dann 
wird die Formel 


u = i{U(s+mJ)+Uis-a>,t)] 


(!•) 


Die gegebene Function U(s\ die ganz beliebig ist, continuirlich oder 
discontinuirlich sein kann, stellen wir durch eine Gurve dar, deren 

Abscisse s, deren Ordinate ü{s) ist, im Allgemeinen also durch ein 
schiefwinkliges Coordinatensystem. Nach unserer Voraussetzung hat 
diese Function nur zwischen zwei Ebenen, deren Durchschnittspunkte 
mit der Linie .s in der Entfernung j von einander Ä und B seien, 

von Null verschiedene Werthe. Wir erhalten also U dargestellt durch 
eine von Ä nach B gezogene übrigens ganz beliebige Gurve, die 
cur die Voraussetzung enthält, dass sie ausserhalb des Intervalls 
< 5 < j mit der Abscissenaxe zusammenfällt. Es ist aber deshalb 
nicht nothig, dass die Ordinaten für s = und s =j Null seien, wie 
es in der nachfolgenden Zeichnung angenommen ist. 


cc 


U)^ 


-^i 


ß 


\ 


•^\ 



B 


cc 


ß 


Wenn wir nun unter der Annahme, dass (o^t gleich der Länge 
Aa geworden sei, die Gonstruction des Zustandes der Verrückungen 
zur Zeit t nach Anleitung der Gleichung (1.) unternehmen, so er- 
halten wir nur für diejenigen 5, für welche entweder s + -4a oder 

s — Aa zwischen und j liegt, Werthe von w, welche eine Ab- 
weichung von der Ruhelage bilden. Es entstehen also' zwei ge- 
trennte Gurven a/J, je eine auf jeder Seite der ursprünglichen 
Gurve AB. Die Ordinaten jeder dieser beiden Gurven sind die 
halben Ordinaten der ursprünglichen Gurve. Es befindet sich also 
zur Zeit t das ganze Medium, selbst die ursprünglich bewegten Theile 
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zwischen den Ebenen A und B, in Ruhe, mit Ausnahme zweier 
Schichten des Mediums, auf beiden Seiten der ursprünglich bewegten, 
welche die halbe YerrQckung erlitten haben. 

Da die beiden Yerrückungssysteme sich nach entgegengesetzten 
Seiten mit gleichförmiger Geschwindigkeit fortbewegen, so folgt, dass 
sich die YerrQckung eines bestimmten Theilchens mit der Zeit so 
ändert, dass sie nach und nach den Werthen s|Lmmtlicher auf ein- 
ander folgenden Ordinaten der Curve aß gleich wird. Jedes Theil- 
chen hebt sich, senkt sich und steht darauf still. 

Dieses bleibt richtig, auch wenn die Curven AB und folglich 
aß nicht stetig sind. In diesem Falle haben wir das Gesetz so aus- 
zusprechen, dass sich jede Ordinate der Yerrückungscurve mit der- 
selben Constanten Geschwindigkeit fortpflanzt, mag die Curve sein, 
welche sie wolle. 

Dieselbe Betrachtung ist unmittelbar auf die Geschwindigkeits- 
compouenten zu übertragen, denn es ist auch 


dt 


tt ^ to^ I dU{8 + <0it) _ dU(8-(0it) \ 

t 2 1 e's da ] 


eine Function, welche überall = wird, ausser den Stellen, wo eins 
ihrer Argumente zwischen und j liegt. Wir dürfen also dieselbe 
Construction ausfiihren, nur mit dem einzigen Unterschiede, dass die 
Curven AB und aß anders gestaltet sind. 

§ 102. Eine aus einem Stoss entstandene Welle. 

Es kann zweitens die Welle durch eine anfängliche Geschwindig- 
keit hervorgebracht sein, also durch einen zur Zeit ^ •» allen 
zwischen den beiden Ebenen s = und s = j liegenden Theilchen 
ertheilten Stoss. In diesem Falle haben wir die Gleichung 

^-T^[P'^'-S'^'ds] (1.) 

oder, wenn wir bezeichnen 

Q{s)=^JlJ'ds, (2.) 

tT = i- {(2(5 + (D,0 - Q{s-w,t)]. (3.) 

Wir verfahren auf ähnliche Weise, construiren die gegebene 
Function U' als Function von 5, bilden aus derselben ihr Integral Q, 
dessen Werth wir als Ordinate in der Richtung von TJ' auftragen. 
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and finden schliesslich aus den Ordinalen dieser Curve durch ein- 
fache Suhtraction die Werthe von u, die wir als Ordinalen einer 
dritten Curve auftragen. 


cc 



a 


Q 


ß 


Für Q(s) findet man auf diese Weise eine Curve, deren Ordinate 
wächst; während s von bis j zunimmt, von da an aber constant 
ist; für negative Argumente hat hat sie den Werth Null. Daraus folgt, 

dass u constant ist, so lange s zwischen m^t und — G>i^*f-i ^^^S^) 
wird 5 grosser als j + o^t] oder kleiner als Oit, so wird t« = 0; in 
den beiden Intervallen von o^t bis ©i^+i ^°^ von — «i^+i bis 
— (Oit nimmt u allmählich von dem constanten Werthe, der gleich 
dem halben constanten Werthe von Q ist, bin ab. 

Das Gesetz, nach welchem die Ordinate dieser Yerrückungscurve 
mit zunehmender Zeit sich verändert^ ergiebt sich leicht so, dass der 
Theil mit constanter Ordinate sich nach beiden Seiten mit gleich- 
massiger Geschwindigkeit immer weiter ausdehnt. Nach unendlicher 
Zeit seit dem Anfang der Bewegung muss also das ganze Medium 
um die constante Ordinate der Yerrückungscurve verschoben sein; es 
muss seinen Schwerpunkt um diese Länge verrückt haben. 

Für die Bestimmung der Fortpflanzung der Geschwindigkeit für 
diesen Fall haben wir 

^^ -i{Ir(5+cD,o+T^'(5-«tO}, 


dt 2 
also für die eine Welle 


(4.) 


für die andere 


du 

TT 

aü 
dt 


= |ü> + CD,0, 


iu\s^a>,ty, 


d. h. es pflanzt sich nach jeder Seite die Hälfte der anfänglichen 
Geschwindigkeit mit constanter Geschwindigkeit fort. 

§ 103. Warum sich Wellen nicht auch rückwärts fortpflanzen. 

Es knüpft sich an diese Untersuchung eine Frage. Sind aus 
einer anfanglichen Yerrückung oder aus einem Stosse zwei Wellen 
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entstanden y wie wir es abgeleitet haben, so scheint es nach dieser 
selben Ableitung , indem man einen der entstandenen Wellenberge 
aß als Änfangszustand ansieht, als müsste sich derselbe zur Hälfte 
nach jeder Seite hin fortpflanzen. Dies steht aber sowohl mit den 
erhaltenen Resultaten, als auch mit der Beobachtung in Widerspruch. 
Denn eine fortschreitende Lichtwelle pflanzt sich nicht auch rück- 
wärts fort, obwohl nach dem Hujgeus'schen Princip die Bewegung 
nach allen Seiten sich ausbreitet. Diese Frage ist also von allge- 
meinem Interesse. 

Aus einer anfanglichen Yerriickung U(s) entsteht nach § 101 
eine in positiver Richtung fortschreitende Welle, deren Verrückung 

und Geschwindigkeit 

/-;\ ©1 cU{8 — cDyt) 

ist. Sehen wir diese Welle als zur Zeit ^ = gegeben an , so 
haben wir 

(V) = 1 f/(s) 

(Jfr\ _a»i_ dU{s) 

^^ ^ ~ 2 ds 

als Anfangszustand. Diese Bewegung pflanzt sich, wie wir sahen, 
nach beiden Seiten fort, und zwar ist die Verrückuug in den resul- 
tirenden Wellen nach den allgemeinen Gleichungen (4.) § 100 

worin 

also ist 

ü = ^[L\s + giJ) + lJ{s — a),t)} — ^ [W(s + m,t) - U\8— m,t)] 

Es entsteht also aus der zur Zeit ^=»0 gegebenen Welle nur eine 
Welle, und diese pflanzt sich in der positiven Richtung fort^ wie die 
gegebene that, sie ist also diese selbst 
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§ 104. Fortpflanzung von Schwingungen einer Ebene. 

Hieran schliesst sicli naturgemäss eine andere Aufgabe aus der 
Wellenlehre, welche eine ähnliche scheinbare Schwierigkeit enthält. 

Eine Ebene 5 = eines unbegrenzten elastischen Mediums be- 
finde sich in der durch die Gleichungen 

t(o = ^(0, t;o = 5(0, w^o^C'CO, 5 = (1.) 

definirten Bewegung. In welcher Bewegung wird sich dann das 
übrige Medium befinden? 

Auf die Optik angewandt heisst dies Problem, die Brechung 
und Reflexion von senkrecht einfallendem Lichte zu bestimmen und 
somit die Gesetze der doppelten Brechung bei senkrecht einfallendem 
Lichte herzuleiten. Die Grenzebene des elastischen Mediums ist dann 
die Ebene 5 «» 0. 

Wir gehen aus von den allgemeinen Lösungen der Differential- 
gleichungen (Glchg, (9.) § 95) 

u ^ M,S, + M,S, + M,S, 

v^NA +N,S, +N,S, (2.) 

worin die Grössen 8 die willkürlich bleibenden Functionen q> und ^ 
m der Verbindung 

^1 = 9^1 (s + öiO + ti(s — ©lO 

S^ = 92(5 + c'20 + V'2(s — ©20 (3.) 

^s = 93(5 + »sO + ^s(ß — »3O 

enthalten, während die o der cubischen Glchg. (7.) § 95 genügen 
müssen, und die M, iV, P durch die Gleichungen (8.) § 95 und (2.) 
§ 99 ihre frühere Definition als Cosinus beibehalten. 

Man übersieht sofort, dass die sechs willkürlichen Functionen 
9 und if sich nicht durch die drei Grenzbedingungen (1.) bestimmen 
lassen. Es ist also das Problem noch nicht vollständig bestimmt. 
Es fehlt noch die Bestimmung des Anfangszustandes der Bewegung 
zur Zeit ^ ^^ 0. Für diese Zeit sei 

u=U, v=V, w = W 

du jj, dv ^, dw ^, (^0 

ae " ^ ' dt ~ *^ ' dt ~ ^ ' 

Fügen wir diese sechs Gleichungen den Glchg. (1.) als Bedingungen 
hinzu, so tritt die Schwierigkeit ein, dass es scheint, als hätten wir 
zu viele Bedingungsgleichungen. Die Möglichkeit, den Bedingungen (1.) 
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für s «s zu genügen, scheint verloren zu sein^ da die sechs will- 
kürlichen Functionen schon aus den sechs Glchg. (4.) bestimmt 
«werden können. 

Die Schwierigkeit findet dadurch ihre Erklärung, dass von der 
einen Seite der Ehene 5 «=> durch diese hindurch keine Bewegung 
nach der andern gelangt. Die Bewegungen auf der Seite der posi- 
tiven und der der negativen s sind ganz unabhängig von einander 
und demnach auch unabhängig von einander zu berechnen. Wir 
suchen nur die Bewegung auf der Seite der positiven s und dürfen 
demnach den Glchg. (4.) nur zwischen den Grenzen 5 = und 
5 s=r OD Gültigkeit beilegen. 

Wir bestimmen, um die weitere Durchführung der Rechnung 
nicht complicirter zu machen, dass U=0, F=0, W=0, Cr«=Oetc. 
sei, setzen also für t ^^ und < 5 < oo 

u = 0, v = 0, w; = 

-Jf^^' "äT"^^ Tf^^' (^-^ 

Daraus folgt nach den Glchg. (2.) für t = und für < 5 < oo 

= {SX = 9, (s) + ^, (s) = [^ff)^ = 0,, (9/ (s) - tiis)) 
= («Oo = V.is) + Ms) = {^\ =. c,,(g>,'(s) - i,;is)) (6.) 

= («3)0 •= 9,(s) + Ms) = (^g^')^ = 03(9,' (s) - *.'(«)), 

wo die <p' und i>' die Differentialquotienten von 9 und ^ bezeichnen. 
Durch Integration wird 

2Ci»9x(s) -*,(«) 

2(7, = Ms) - Ms) (7.) 

^C» = Ms) - Ms), 
wo die C Constanten in Bezug auf das Argument der Functionen tp 
und ^ sind. Demnach ist fSr alle positiven Werthe von s 

9i(s)=.Ci Ms) Gl 

Ms) = Ct Ms) 0, (8.) 

Ms) — Cj Ms) = - Ci. 

Da aber diese Constanten aus den Schlussgleichungen doch ver- 
schwinden würden, so setzen wir von vornherein 

(7j = 0, C, = 0, C, = 0, 

und erhalten die Bestimmung, dass für < s < 00 und 
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fdr alle ^ 


10. 


8 


9i(5 + (DiO = 0; für << * 
9j(s + (Dji) = 0; „ t< 


8 


^i(s — (Oit) = 

ti{s — G)^t) = 0. 


(9.) 


Dadarch werden die Gleichungen (2.) 

u = Miti(s — cDi<) + M^jl^^iß — c»20 + ^8*s(s — ß>sO 

t; = 2Vi^i(s - a>iO + JV^^^C« - «»«O + ^s^sC« - »aO (10.) 

wobei zu bemerken ist, dass die Functionen ^ für positive Werthe 
ihrer Argumente Null sind. 

Für negative Werthe und den Werth Null der Argumente sind 
sie aus den Glchg. (1.) zu bestimmen. Indem wir s = setzen^ 
erhalten wir 

0<KOO B(0 = iV,^l(-a),0+J^2^2(-ß>»0+-»'8*8(-«30 (11-) 

und hieraus nach den Formeln (2.) § 99 und (8) § 95 

>^(- OiO = MiA{t) + NiB(t) + P^C(t) 
< ^ < 00 t,(- (0,0 = ^2Ä(f) + N,B(t) + P,C{t) (12.) 

*3(- «aO = -»4-4(0 + JV3B(0 + P,C(t). 
Die rechter Hand stehenden Ausdrücke sind nach § 99 die 
Componenten der in der Ebene s >» stattfindenden VerrQckungen, 
zerlegt nach den Richtungen der Hauptaxen des Fortpflanzungs- 
ellipsoids. Wir bezeichnen dieselben durch U(t), V(t), W{t) 

ü{t) = M^A{t) + N,B(t) + P,C(t) 
7(0 = M^äIi) + N^B(t) + P^C{t) (13.) 

W{t) - M,Ä{t) + N,:B(t) + PM) 
und bemerken, dass diese Grossen vollständig durch die gegebenen 
Functionen A{t)j B(t), Gif)} sowie durch die Lage der Elasticitats- 
axen des Mediums gegen die Coordinatenaxen bestimmt sind. Es 
sind demnach auch die Functionen ^ vollständig gefunden: 

*i(— «iO = U{t) tiis) = 

0^t<oo i^ii- to^t) = V(t) 0<s<oo ^2(5) = (14.) 

M-^^^)=Wit) ^ ^3(5) = 0; 

oder man hat für < s < 00 
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-^<Koo ^^(s-a>,t)^u(t-{-); 0<t<-}- V». («-0,0=0 

{-<t<°o ti{s-a^t)=^v(t—-^^); 0<t<-^ i>,{s-to,t)=0 (15.) 

S \ 3 ^ 3 

Setzt man diese Werthe in die Glchg. (10.), so sind auch die ge- 
suchten Grössen u, v, w vollständig bekannt. 

Der bequemeren üebersicht wegen führen wir statt des bisher 
beliebigen ein bestimmtes Coordinatensystem ein^ indem wir die 
Hauptaxen des Yerrückungsellipsoides zu Coordinatenaxen wählen. 

Die Componenten der Verrückungen w, v, to nach diesen Rich- 
tungen sind 

u = MiU + N^v + P^w 

V = M^u + N^v + P^w (16.) 

w «== M^u + N^v + P^tc. 
Für dieselben finden wir 

«=K'-i)' ^=K^-:.). ^-H'-i) (»^-^ 

für f>— , t>—, <<— • 

Dagegen für kleinere Werthe von t 

w = 0, v = 0, «; = 0. 

Durch diese Formeln lässt sich der Zustand des Mediums leicht 
übersehen. Es entstehen in demselben durch die Schwingungen der 
erregenden Ebene s = drei Wellensysteme, die sich in derselben 
Richtung fortflanzen, aber bei verschiedener Schwingungsrichtung und 
mit verschiedener Fortpflanzungsgeschwindigkeii In der Entfernung 
. s langt eine Welle an, sobald das ihr zugehörige Argument at — 5 

durch Null gegangen ist, weil von da an die Functionen u, v, w erst 
anfangen^ Werthe zu bekommen, welche nicht = sind. Eine Ver- 
rückung, welche zur Zeit t in der Ebene s^= s stattfindet, befand 

sich in der Ebene s = zur Zeit t — 


(0 

Wir machen speciell die Annahme, die bei der Lichtbewegung 
der Wirklichkeit entspricht; wir setzen 

ü{t) = ^ cos J, 27t] F(0 = i? cos J, 2»; W{t) = C cos y 2«, 
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^0 Aj Bj C, T Constanten sind. Dann werden nach Formel (17.) 
die analytischen Ausdrücke der Wellen 

« = ^ COS. (-^ - ^'j.) 2«; « = B cos (-*, - ^) 2«; 


w 


= C cos (1-^)2«, 


welche indess erst dann gelten^ wenn t so gross geworden ist, dass 
das Argnment des Cosinus durch Null gegangen ist. Dieses sind die- 
selben Ausdrücke, die wir in der Theorie des Lichtes^) gefunden 
haben; 7^ ist die Undulationsdauer, caT die Wellenlänge. 

§ 105. Statische Bedeutung des Fortpfianzungsellipsoides. 

Wir haben uns noch näher mit dem in § 99 eingeführten Port- 
pflanzungsellipsoide zu beschäftigen, da dieses eine sehr feinfache 
statische Bedeutung besitzt. Zugleich wird uns diese Betrachtung 
einen andern Gesichtspunkt für die Deutung der dreierlei Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeiten liefern. 

Wir nehmen an, dass alle Theilchen des Mediums eine Yer- 

ruckung nach derselben Richtung erlitten haben, ferner, dass alle 

auf einer Ebene 

px -\- qy + rg = s (1.) 

gelegenen Theilchen um gleichviel verschoben seien. Die Ver- 
rückung soll also ihrer Grösse nach nur Function der Entfernung s 
vom Anfangspunkte der Coordinaten Xy y, z sein. Ihre Richtung, 
welche in jeder Ebene dieselbe ist, bildet mit den Coordinatenaxen 
die Cosinus Mj N^ P, so dass 

u = Mq){s) 

v = N(p (s) (2.) 

w 5= Pq>{s) 

die Componenten derselben nach den Richtungen der Coordinaten 
sind, wenn q)(s) die resultiren^ Gesammtverrückung ist- 

Aus diesen Verrückungen entstehen Molekularkräfte, durch welche 
die Theile der Ebene in ihre frühere Ruhelage zurückgezogen werden. 
Die Richtung der resultirenden Molekularkraft, die auf das Element 
einer Ebene wirkt, wird im Allgemeinen nicht mit der Richtung der 
Verrückung zusammenfallen. Daraus geht hervor, dass im Allge- 
meinen die Ebene nicht auf demselben Wege in ihre Gleichgewichts- 
lage zurückkehren wird, auf dem sie aus derselben entfernt worden 

1) F. Neumann, theoretische Optik. Leipzig 1885. Vorlesung II. 
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ist Jeder Punkt derselben wird auf diesem Wege eine gewisse 
Curve beschreiben. 

Wir stellen uns jetzt die Frage^ ob es nicht Richtungen giebt, 
in denen der Druck die Richtung der VerrOckung besitzt Wir 
werden finden^ dass es drei solcher Richtungen giebt, und diese sind 
die drei möglichen Richtungen^ in denen sich die Erschütterungen 
ungestört fortpflanzen. 

Bilden wir nach den in § 41 für Krystalle aufgestellten Glei- 
chungen die Componenten der Molekulardrücke^ so finden wir 

-Yy=[cMp +BNq+aPr]^ 

- Z. = [bMp + aNq + CPr] ^ 

» 

-Z, = -X.^h [Pp +Mr\^. 

Den Molekulardruck gegen eine Ebene s nennen wir D und die 
Cosinus seiner Richtung gegen die Coordinatenaxen ft, v, «ar. Dann 
haben wir für seine Componenten folgende Ausdrücke nach dem 
Theorem C 

Dil = I {AMp+cNq+hFr)p-\-c{M.q-\-Np)q-\-hiMr-\-Pp)r]^- 
Dv = [c{Mq-{-Np)p+(cMp+BNq-\-aPr)q+a{Nr+Pq)r]-^^- (4.) 
Dls=[b{Mr+Pp)p+a{Nr-{-Pq)q-\-{bMp+aNq+CPr)r]~^, 

oder es ist 

Dil = { Jtf(J^p* + cg* + br^) +*2Ncpq + 2Pbrp] -^ 

Dv =[2Mcpq-{-N(cp'-\-Bq^ + ar')-\-2aPrq] -^ (5.) 

Dar = j 2Ä[brp + 2Narq + P(bp* + aq* + Cr*) ] ^ • 

Um nun die Drücke zu finden, deren Richtung mit der Richtung der 
Verrückung zusammenfallt, haben wir zu setzen 

(i^^M, v='N, nr — P. (6.) 
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Durch Elimination von M, Ny P erhalten wir aus den Gleichungen 
(5.) eine cttbische Gleichung zur Bestimmung dieser Drücke. Es 
giebt also deren drei. Wir haben aber nicht nothig, diese Gleichung 
zu bilden; denn die Gleichungen (5.) sind identisch mit den Glei- 
chungen (6) § 95^ wenn fQr die drei Richtungen der Drücke^ die 
durch die Glchg. (6.) bestimmt sind, 

ist. Nun werden durch die Gleichungen (6.) § 95 die Richtungen der 
Axen des Fortpflanzungsellipsoides bestimmt, es fallen also die 
gesuchten drei Richtungen mit diesen Äxen zusammen, und wir er- 
kennen, dass den Richtungen der drei Axen des Fortpflanzungs- 
ellipsoides die statische Bedeutung zukommt, dass in ihnen 
Druck und Verrückung gleich gerichtet sind, so dass durch 
den Druck ein jedes Theilchen in derselben Richtung, in welcher es 
aus seiner Gleichgewichtslage entfernt worden ist, in diese Lage 
zurückgeführt wird. 

§ 106. Beziehung der Fortpflanzungsgeschwindigkeit zum 

Elasticitätscoefficienten. 

Aus der Gleichung (7.) ergiebt sich der neue Ausdruck für die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Welle 


V/k 


ds 
Es ist aber nach § 88 das Verhältniss 

ds 

der Elasticitätscoefflcient des krystallinischen Mediums für die 'be- 
trachtete Richtung der Verrückung. Demnach erhalten wir für die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeiten der drei entstehenden 
Wellenpaare die Werthe 

». •="[/?, «o,-]/?, «3=1/?, (8.) 

wo El, E^j E^ die Elasticitätscoefficienten sind, welche den 
drei auf einander rechtwinkligen Richtungen der Axen des 
Fortpflanzungsellipsoides angehören. 

Durch diesen Satz ist der Fall der Wellenbewegung in krystallini- 
schen Medien zurückgeführt auf den in unkrjstallinischen, für welchen 
der analoge Satz gilt. 

Nenmann, Elasticit&t. 15 


226 18. Theorie der Wellenbewegangen. 

§ 107. Belationen zwischen den Constanten bei den verschiedenen 

Classen von Medien. 

Von den vorstehend entwickelten Formeln werden wir jetzt An- 
wendungen auf die Theorie des Lichts machen und nachweisen^ wie 
die FresneTschen Gesetze der Doppelbrechung und der 
Polarisation des Lichts in Erystallen als specielle Fälle in 
den bis jetzt erhaltenen Resultaten enthalten sind. Vorher f&hren 
wir die in der Natur vorkommenden Fälle auf^ auf welche unsere 
Formeln Anwendung finden ^ um ähnlich wie im zwölften Abschnitt 
festzustellen, welche Beziehungen zwischen den Constanten der jetzt 
zu Grunde gelegten Theorie Poisson's für die verschiedenen Classen 
der in der Natur vorkommenden Medien anzunehmen sind. 

In dem ersten Falle eines unkrystallinischen Mediums 
finden folgende Relationen zwischen den Elasticitätsconstanten statt 

^ = JB = C = 3a = 36 = 3c, (L) 

wie bereits in § 40 angegeben wurde. 

Von diesem Falle unterscheidet sich der Fall eines krystalli- 
nischen Mediums dadurch, dass dies letztere durch nur ein System 
von drei auf einander rechtwinkligen Ebenen symmetrisch theilbar 
ist; während die unkrystallinischen Medien durch jedes beliebige 
System von senkrechten Ebenen symmetrisch getheilt werden. 

Ist diese Symmetrie in Beziehung auf drei rechtwinklige Ebenen 
nach allen drei Richtungen dieselbe, so haben wir den zweiten Fall, 
den der regulären Krystalle. Bei diesen ist denmach 

A-B-C 

Wir können aber nicht mehr, wie bei unkrystallinischen Körpern 
Relationen zwischen A und a angeben. 

Der dritte Fall umfasst 1) alle die krystallinischen Sub- 
stanzen, deren Grundform das viergliedrige Octaeder bildet. 
Die Ejrystallformen dieser Classe haben eine Symmetrie, welche in 
Beziehung auf zwei auf einander rechtwinklige Ebenen unterschiedslos 
ist, nicht aber in Bezug auf die dritte Ebene, die quadratische Basis 
des Octaeders. Für diese Erystalle ist also 

A'=B, a = h. (3.) 

Lassen wir diese Relationen eintreten, so erhalten wir — um auch 
den optischen Kunstausdruck sogleich einzuführen — die einaxigen 
Krystalle. 
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Dieselben optischen Relationen erhalten wir 2) bei den sechs- 
gliedrigen und bei den rhomboedrischen Erystallen. Dass auch diese 
Krystalle zu den optisch einaxfgen Erystallen geboren müssen, er- 
hellt aus einer Betrachtung, welche wir an die ursprüngliche Form 
der Gleichungen für die Druckcomponenten anknüpfen. Nehmen wir 
nämlich mit den in den Gleichungen (3.) § 39 enthaltenen Moleku- 
larsummen • 

^ma^'ViQ), ^ma^b^^(Q) u. s. f., 

ähnlich, wie es in § 83 und 84 geschehen ist, eine Drehung des 
Coordinatensystems der dort mit a, b, c bezeichneten Grossen um 
60® oder 120° vor, so dürfen die Summen ihren Werth nicht ändern. 
Daraus folgt für die jetzt besprochenen Constanten ebenfalls die 
Gültigkeit der obigen Relationen 

A^B, a = b 

far sechsgliedrige und rhomboedrische Krystalle. 

Der vierte Fall endlich ist der allgemeine der optisch zwei- 
axigen Krystalle. Bei ihm können aus allgemeinen theoretischen 
Gründen keine Relationen zwischen den Constanten entwickelt werden. 

§ 108. Wellenbewegungen in unkrystallinischen Medien. 

Nehmen wir zunächst den Fall eines unkrystallinischen 
Mediums an, führen also die Relationen (1.) § 107 ein, so erhalten 
wir nach Glchg. (1.) § 99 die Formel des Fortpflanzungsellipsoides 
f&r diesen Fall 

x' + f + ^' + 2(px + qy + rzy = |. (1.) 

Durch Einführung eines neuen rechtwinkligen Coordinatensystems, 
dessen eine Axe ^ die Richtung yon q hat, also mit Xj «/, a die 
Cosinus jp, g, r bildet, dessen andere Axen ri und i wir aber unbestimmt 
lassen, erhalten wir statt dieser Gleichung 

3a6» + o(i,»+g*) = l. (2.) 

In dieser Form der Gleichung übersieht man, dass das EUipsoid 
ein Rotationgiellipsoid ist, deasen Rotationsaxe die Richtung der Nor- 
male der anfänglichen Erschütterungsebene hat Die halbe Axe ist 


1/3^' 


während die halbe Axe senkrecht gegen die Rotationsaxe 

lö* 


228 13. Theorie der Wellenbewegungeu. 


ist. Demnach ist der Werth der Portpflanzungsgeschwindigkeit der 
einen Welle, deren Bewegung die Richtung von (>, d. h. der Rota- 
tionsaxe des Ellipsoides hat, 

» = ]/?■ . (3.) 

In dieser Welle fallt die Richtung der Bewegung zusammen mit der 
Richtung der Fortpflanzung der Welle; sie ist demnach eine longi- 
tudinale Welle. 

In den beiden anderen Wellen geschieht die Bewegung parallel 
der Erschütterungsebene, sie sind also transversale Wellen, doch 
bleibt , die Richtung der Bewegung in jeder einzelnen unbestimmt. 
Dies beruht darauf, dass sich diese beiden Wellen nicht trennen, da 
sie die gleiche Fortpflanzungsgeschwindigkeit 


CO 


- Vi (♦•) 


besitzen. Sie setzen sich daher zu einer einzigen transversalen Welle 
zusammen. 

Aus einer ursprünglichen Erschütterung einer Ebene 
in einem unkrystallinischen Medium entstehen also jedesmal 
zwei Wellen, eine longitudinale und eine transversale, die 
sich mit verschiedener Geschwindigkeit in der Richtung 
der Normale der ursprünglichen Erschütterungsebene fort- 
pflanzen; und zwar ist die Fortpflanzungsgeschwindigkeit 

der longitudinalen Welle YS mal grösser, als die der trans- 
versalen. 

Vor Fresnel kannte man nur longitudinale Wellen; seine Be- 
hauptung, dass auch transversale Wellen bestehen können, erregte 
Widerspruch und veranlasste einen weiten Kreis von Untersuchungen. 
Poisson, welcher Anfangs Fresnel am heftigsten angriff, war der 
Erste, der zu dem Resultate gelangte, dass noth wendig auch trans- 
versale Wellen entstehen müssen. 

§ 109. FresneTsche Gesetze. Welle in der Richtung einer 

Hanptaxe. 

Um nun auch zu untersuchen, • inwiefern unsere Formeln die 
Erklärung die Gesetze der doppelten Strahlenbrechung in Erystallen 
enthalten, betrachten wir zunächst den einfachsten Fall, in welchem 


§ 109. Doppelbrechung in den Richtungen der Axen. 
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die Wellenebene senkrecht zu einer der drei Hauptaxen durch das 
Medium hindurchgeht, so dass ihre Normale mit einer Axe zu- 
sammenfallt. Es handelt sich also um folgende drei Möglichkeiten: 


die Wellennormale liegt 
in der z-Axe, 
y-Axe, . 


>» 7? 


)f )9 


X'Axe, 


es ist also zu setzen 

P = 0, 2 = 0, r = l 

P = 0, 3 = 1, r = 

p <== 1, 2 •= 0, r = 0. 


(1-) 


Die Gleichung des EUipsoides, dessen reciproke Halbaxen die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeiten bestimmen, wird dadurch nach Glei- 
chung (1.) § 99 in diesen drei Fällen 

ba^ + ay^ + C^« == 1 

cx^+By'+asi' = 1 (2.) 

Die Axen des Ellipsoids, folglich auch die Richtungen der Be- 
wegung wie der Fortpflanzung, fallen mit den Krystallaxen 
zusammen. Wenn wir die Fortpflanzungsgeschwindigkeit einer 
Welle durch den grossen Buchstaben, welcher der Richtung der Be- 
wegung in der Welle entspricht, bezeichnen und ihm als Index den 
kleinen Buchstaben anhängen, welcher die Richtung der Fortpflanzung 
bezeicknet, so sind nach den Gleichungen (6.) § 95 die Werthe yon o 


^.=}/f: 
A. = 1/f 


s 


B, 


B, 


B. 


-Vi 



Vi 


<^'-Vr 


(8.) 


Diejenigen Wellen, die sich mit der Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit Aaf Bb oder Cc fortbewegen, sind, der Definition dieser Grössen 
nach, longitudinale Wellen. Zwischen den transversalen, die wir 
allein als Lichtwellen ansehen können, bestehen folgende Relationen 


A, = B. = Yj 

Ca = Ac = y J7 


(4.) 


in welchen ein Gesetz liegt, das sich sehr einfach aussprechen lässt: 
Zwei Wellen gleicher Fortpflanzungsgeschwindigkeit haben 
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die Ebene gemeinschaftlich, welche durch die Richtung der 
Wellennormale und die Richtung der Bewegung in der 
Welle gelegt ist. Oder mit anderen Worten: die Wellenebenen 
behalten so lange gleiche Fortpflanzungsgeschwindigkeit, 
als die durch die Richtung der Bewegung und die der Fort- 
pflanzung gelegte Ebene dieselbe bleibt. Dieses Gesetz ist 
einstweilen erst für jene besonderen Fälle bewiesen, bleibt aber, wie 
wir in der Folge sehen werden, richtig, so lange die Wellennormale 
in einem Hanptschnitt liegt. 

Dieses Gesetz reicht hin, eine wichtige Folgerung zu ziehen. 
Wenn die durch unsere Formeln bestimmten Wellenbewegungen die 
Lichtbewegungen darstellen, so müssen sie auch das Hauptgesetz der 
doppelten Strahlenbrechung beobachten. Dieses Fundamentalgesetz 
ist: Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit einer Welle, deren 
Normale in einem Hauptschnitt der FresneTschen Elasti- 
citätsoberfläche liegt, bleibt ungeändert, so lange ihre Po- 
larisationsebene dieselbe bleibt Wir brauchen daher, um die 
YoUständige Identität der betrachteten, transversalen Wellen mit den 
Lichtwellen herzustellen, nur zu sagen: Die Polarisationsebene ist 
die durch die Richtung der Fortpflanzung der Welle und 
die der Bewegung in derselben gelegte Ebene^). 

§ 110. Fortsetzung. Wellennormale in einem Hauptschnitt. 

Wir untersuchen, ob die Uebereinstimmung, die wir auf Grund 
dieser Definition erhielten, auch noch aufrecht erhalten wird für eine 
Wellenebene, die sich in einer beliebigen, jedoch gegen eine der 
Axen des krystallinischen Mediums senkrechten Richtung fortpflanzt 
Es wird also angenommen, dass die Normale der Wellenebene in 
einem der Hauptschnitte liege, oder dass 

entweder p = oder q = oder r = 

sei. Wenn auch in diesem Falle Uebereinstimmung zwischen den 
transversalen Wellen der Theorie und den beobachteten Lichtwellen 
stattfinden soll, so müssen sich folgende Thatsachen") aus unseren 
Gleichungen ableiten lassen. Erstens: es giebt immer zwei Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeiten, mit denen sich die Wellen fortpflanzen 


1) Diese Nen man nasche Definition der Polarisation sebene widerspricht 
der weit verbreiteten Ansicht FresneTs. Vergl. § 117 und 123. 

2) Vergl. Nenmann's Vorlesungen über theoretische Optik, herausgegeben 
Yon E. Dorn. Leipzig 1885. Vorlesung XI. 
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können. Die eine derselben ist constant^ welche Lage auch die 
Wellenebene gegen die Axen des gegen sie senkrecht gelegenen 
Hanptschnitts habe^ d. h. welche Werthe auch q und r haben mögen, 
Wenn beispielsweise p^^O ist. Die andere Fortpflauzungsgeschwindig- 
keit variirt aber mit der Lage der Wellenebene, und zwar lässt sie 
sich darstellen durch die reciproken Radien einer Ellipse, deren 
Axen wir leicht aus den im vorigen § behandelten besonderen Fällen 
angeben können. Bezeichnen wir die Winkel der Wellennormale 
gegen die Axe der 

mit a, /?, y, 

so ist in den drei oben bezeichneten Fällen die Gleichung dieser 
Ellipse, wenn q ihr Radiusvector ist, 

- = — cos* ß A cos* y 

= - cos* a -| cos* y (1.) 


— ,- = — cos* « H cos* p. 


Zweitens muss sich ergeben, dass die Polarisationsebene der sich mit 
constanter Geschwindigkeit fortpflanzenden Welle mit demjenigen 
Hauptschnitte zusammenfallt, welcher die Wellennormale enthält; 
dass dagegen die mit variabler Geschwindigkeit fortschreitende Welle 
immer senkrecht gegen die Polarisationsebene jener polarisirt ist* 
Oder, was für uns dasselbe sagt, es muss die Welle constanter Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit ihre Schwingungen in der Ebene desjenigen 
Hauptschnitts ausführen, in welchem die Wellennormale liegt, die 
andere Welle immer senkrecht gegen diese Ebene. Wenn wir diese 
Resultate aus unseren Fgrmeln erhalten, so haben wir eine voll- 
ständige Identität der theoretischen und der empirischen Gesetze. 

Zur Prüfung wenden wir die cubische Gleichung (7.) § 95 auf 
den Fall p = an, für welchen wir 

(ca*+ 6H— CO*) { (JB3«+ or*— ea>») (a2»+Cr*— 6(0') - 4o»2V) =0 

erhalten, also eine Gleichung, welche sich in zwei andere, eine lineare 
und eine quadratische 

= — em* + cc^ + 6»"* 

(2.) 
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auflöst. Die erste dieser Gleichungen ist identisch mit der ersten 

Glchg. (1.), wenn wir setzen 

1 

denn es ist cos ß = q, cos y «*= r. Die erste Glchg. (2.) stellt also 
in der That die eine der beiden entstehenden transyersalen Wellen 
dar^ und zwar die mit variabler Fortpflanzungsgeschwindigkeit sich 
bewegende. Dass die Welle wirklich transversal ist^ übersieht man 
leicht, wenn man den Werth von ew^ in die Gleichungen (6.) § 95 
einsetzt; man findet dann -^=0, P=0, und Jlf=l; die Be- 
wegung geschieht also in der Richtung der x-Axe oder senkrecht 
zur yi^-Ebene, in welcher die Normale liegt, wie es angegeben ist 
Die zweite Gleichung (2.) enthält möglicherweise die Erklärung 
der zweiten transversalen und die longitudinale Welle. Wir können 
dieselbe aber nicht mehr allgemein in zwei Factoren so sondern, 
dass wir dadurch die beiden Wellen getrennt erhielten. Wir erinnern 
uns aber, dass wir über das Verhältniss der sechs Constanten 
Ä, B^ C, a, 6, c nichts vorausgesetzt haben (§ 107.) Wir können 
uns daher die Frage stellen, ob es nicht durch Einführung von ge- 
wissen Relationen möglich sei, diese Gleichung in zwei Factoren zu 
zerlegen und die Wellen zu sondern. Wir setzen daher: 

(/i2* + 1/r« - a(o^) iik^q^ + v^r"" — so^) = (3.) 

und bestimmen hierin die Constanten ^, /i|, v, v^ so, dass sich diese 
Gleichung in die zweite Glchg. (2.) verwandelt. Dieses geschieht, wenn 

fifii «==» Ba, vv^ =^ Ca 

/ii/i + (i,v = BC- 3a^ (4.) 

li + li^ = B + a, V + Vi=C+a 

ist. Aus der ersten und vierten, zweiten und fünften dieser Glei- 
chungen findet man die Auflösung 

^ => B] ^i *= a^ V = C] v^ = a. (5.) 

Setzt man diese Werthe endlich in die dritte Glchg. (4.), so 

erhält man als nothwendige Relation unter den Constanten des 
Mediums die Formel 

(J5 — a) (C - a) = 4a^ (6.) 

gegen deren Zulässigkeit nichts einzuwenden ist. Denn sie wird für 
ein unkrystallinisches Medium, für welches 

jB = C=3a 

ist, von selbst erfüllt. Sie gilt also für ein Medium, in welchem 
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keine oder unendlich kleine Unterschiede der Richtungen bestehen 
und wird fQr ein Medium, in welchem die Axenunterschiede klein 
sind^ mindestens als angenähert richtige Formel gültig bleiben. 

Durch Einführung der gefundenen Werthe (5.) in die 61. (3.) 
erhält man statt der zweiten GL (2.) die neue 

= {a — £©«) {Bq^ + Cr« - «cd«), (7.) 

welche die Gültigkeit der Relation (6.) voraussetzt. Diese Gleichung 
giebt uns zwei Wellen^ deren Fortpflanzungsgeschwindigkeiten durch 
die Gleichungen 

B(o^ = Bq^+Cf^ ^^'^ 

bestimmt sind. Hierin liegt die. wichtige Folgerung, dass die beiden 
Wellen sich auch räumlich trennen. 

Die Schwingungsrichtung in diesen Wellen ist nach den Glei- 
chungen (6.) § 95 zu beurtheileU; indem man in dieselben einen der 
beiden Werthe von (o einführt, während p = gemacht wird. Für 
beide Wellen erhält man auf diese Weise 

die Bewegung geschieht folglich in der j^^E^-Ebene. In dieser Ebene 
schwingen beide rechtwinklig gegen einander in Richtungen, welche, 
wenn 

ist, durch 

= q(B — a) N+ 2arP = r(C-a) N— 2aqP 

oder durch die hiermit nach Gleichung (6.) identische Formel 

= 2aqN+r {C—a)P = 2arN— q{B — d)P 

und durch 

1 = J^« + P2 

bestimmt werden. Die Auflosung dieser Formeln unterlassen wir 
hier, da wir im folgenden Paragraphen dieselbe allgemeiner geben 
werden. Wir beschränken uns für jetzt auf die Bemerkung, dass, 
wenn eine der Wellen longitudinal ist, die andere transversal sein 
muss, da beide Schwingungsrichtungen rechtwinklig gegen einander 
gerichtet sind. Dass aber dieses Verhältniss wirklich eintritt, über- 
sieht man für den Grenzfall eines unkrystallinischen Mediums, in 
welchem JB = (7= 3a wird, leicht, da wir 

O^'qN + rP und N=q, P = r 
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für die erste und zweite Welle erhalten. Es ist also die Welle, 
welche sich mit constauter Geschwindigkeit fortpflanzt, transversal, 
die andere löngitudinal. 

Somit ist nachgewiesen, dass die beiden entstandenen transver- 
salen Wellen dieselben Gesetze befolgen, wie sie an den Lichtwellen 
durch die Erfahrung gefunden sind. In jeder Richtung pflanzen sich 
zweierlei Lichtwellen, eine mit constanter, die andere mit variabler 
Geschwindigkeit fort. Die erstere ist polarisirt nach der Ebene des 
Hauptschnitts, die andere senkrecht gegen denselben. 

Wendet man dieselbe Betrachtung auf die beiden anderen Haupt- 
ebenen an, also auf die Fälle q = und r = 0, so kommt man 
jedesmal zu den entsprechenden Resultaten, wenn noch zu der Rela- 
tion (6.) zwei andere Bedingungsgleichungen hinzugefügt werden, so 
dass wir erhalten 

(C— a)(J5 — a) = 4a^ 

(A — h){C—b)^4h^ (9.) 

(jB — c)(ä — c) = 4c«. 

Durch diese drei Gleichungen lässt sich die Zahl der Constanten von 
sechs auf drei reduciren. Man erhält unter Vernachlässigung der 
Quadrate der Differenzen von A, B, C zunächst 

und daraus in gleichem Grade der Annäherung, d. h. mit Vernach- 
lässigung der Quadrate der Differenzen von a, b, c, 

^ = 3 (6 + c — a) 

£ = 3 (a -f c — 6) (10.) 

C = 3(a + 6-c). 

Die Differenzen der Grössen a, b, c, deren Quadrate hier fort- 
gelassen wurden, sind in der That kleine Grössen, da sie von den 
Differenzen der Brechungsverhältnisse der beiden Strahlen abhängen. 
Ihre Quadrate dürfen wir daher hier, wie in anderen optischen Unter- 
suchungen vernachlässigen^). 

§ 111. Allgemeiner Fall. Gesetze der Fortpflanzung. 

Bei der Untersuchung des allgemeinen Falles, der wir uns nun 
zuwenden, gehen wir wieder aus von der cubischen Gl. (7.) § 95. 


1) Yergl. Neamann, Vorlesungen über theoretische Optik. 
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Darch EinfQhrung der Relationen (9.) § 110 sondert sich dieselbe in 
folgende zwei Factoren 

£o* — {Ap" + Bq^ + Cr") = (1.) 

{,a,y - [{h + c) p^ + {a + c)q' + {a + 1)t'] Bo,^ 
+ {bcp^ + caq^ + alv^) = 0. 

Die erste dieser Gleichungen bestimmt; wie wir noch beweisen werden^ 
eine longitudinale Weile; die Fortpflanzungsgeschwindigkeit derselben 
hängt nur ab yon den mit grossen Buchstaben bezeichneten Con- 
stanten. Die quadratische Gleichung, welche wir auch in der Form 

= ^' 4- ' g' + ^' C3.) 

schreiben können ^ enthält demnach die Erklärung von zwei trans- 
versalen Wellen. 

In dieser abgeänderten Gestalt fällt, unsere Gleichung mit einer 
anderen vollständig zusammen, deren wesentlicher Inhalt die folgende 
geometrische Construction bildet, durch welche Fresnel^) das von 
ihm gefundene Gesetz der doppelten Strahlenbrechung darstellte. Wir 
construiren eine Oberfläche, deren Radiusvector q durch die Gleichung 

BQ^ = a cos* a + 6 cos* ^ + c cos* y (4.) 

bestimmt wird; in derselben haben £, a, h, c dieselbe Bedeutung wie 
oben, sie sind die Dichtigkeit und die Elasticitätsconstanten des 
Mediums; a, /), 7/ sind die Winkel, welche die Richtung von q mit 
den krystallographischen Axen bildet. Durch den Mittelpunkt dieses 
Fresnerschen Ovaloids legen wir eine der Wellenebene parallele Ebene 

= 2)a; + ff !/ + ^^y 

welche die Oberfläche in einem Oval schneidet; dasselbe bildet eine 
Curve vierter Ordnung, welche, wie eine Ellipse, von zwei auf 
einander senkrechten Axen, einem grossten und einem kleinsten 
Durchmesser, symmetrisch getheilt wird. Die Halbaxen dieses Ovals 
sind nach FresneVs Entdeckung gleich den Fortpflanzungsgeschwindig- 
keiten der beiden Wellen, welche sich in der auf dem ebenen Schnitt 
senkrechten Richtung durch das Medium fortpflanzen können. 

Um die Werthe dieser Halbaxen zu finden, ziehen wir in dem 
ebenen Schnitt einen Radius; derselbe sei durch die Gleichungen 


1) Fresnel, snr la double r^fraction. M^m. de TAcad. de Paris T. 7; 
Oenvrea T. 2; Pogg. Ann. Bd. 28. Vergl. auch Neumann's Vorlesungen über 
theoretische Optik, herausgegeben von £. Dom. 1886. S. 182. 
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bestimmt, in welchen die constanten Coefficienten der Bedingung 

0=pp + 3q + r (5.) 

genügen müssen. Da für die Richtung dieses Radius die Gleichungen 

X n 

cos a « — a=s 


Q l/p' + q'' + 1 

cos /J = ^ = — -^ - (Q \ 


COS y = 


9 i/p» + q« + 1 
z 


Q ]/»)« + q« + 1 

gelten^ so ist nach der Formel (4.) 

= (a - BQ^ p» + (6 - BQ*) q* + Cc - *<»») , (7-) 

wodurch q zunächst als Function von p und q, und weiter unter 
Rücksicht auf (5.) als Function von p allein bestimmt ist. 

Wenn nun der Radius q in eine Hauptaxe fallen oder, was das- 
selbe ist, ein Maximum oder Minimum werden soll, so tritt zu den 
beiden Gleichungen (5.) und (7.) noch die Bedingung 


oder nach (5.) 

^ dQ dQ . dg dq 
dp '^ dp '^ dq dp 


°-4i-pi^ 


hinzu, welche nach (7.) die Gestalt hat 

= (a — €Q^ qp — Q>- f 9^) i>q . (8.) 

Um Q zu finden, sind aus den drei Gleichungen (5.), (7.), (8.) p und 
q zu eliminiren« Wir erhalten aus (7.) und (8.) 

= (a — 6Q^) {pp + qC\) P + (C- BQ^) p 

= (6 — BQ^) (gq +pp)c\ + {c^ sq^) q 

oder nach (5.) 

(a — £p*) rp '= {c — £Q^) p 

{b — SQ^) rq^^^ (c — bq*) q 


(9.) 


und, wenn wir die hierdurch bestimmten Werthe yon p und q in 
(5.) einsetzen, zur Bestimmung von q die Formel 

^, + j-^ + —--,-, (10.) 
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welche durch ihre Ueberemstimmnng mit der Gleichung (3.) lehrt, 
dass der von unserer Theorie gelieferte Werth d der Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit gleich dem von Fresnel gefundenen Werthe q der 
Oyalaxe ^t. 

Wenn wir somit gezeigt haben^ dass das Gesetz der Fortpflanzung, 
wie es Fresnel aufgestellt hat, in unsem Formeln enthalten ist, so 
ist damit erreicht, dass dieses Gesetz begriffen, rational verstanden 
werden kann. Gefunden konnte es nur auf dem Wege der Erfahrung 
werden, nicht auf dem der Theorie, da man den Zusammenhang der 
Constanten der Elasticität nicht ahnen konnte. Was die Theorie 
leisten konnte und geleistet hat, ist, dass wir nachgewiesen haben, 
dass die Erfahrung in keinem Widerspruch mit den Grundprincipien 
der Mechanik steht 

§ 112. Fortsetzung. Gesetze der Polarisation. 

Damit ist unsere Aufgabe noch nicht beendet. Das FresneTsche 
Gesetz sagt femer: Die grössten und kleinsten Radien des Oval- 
Schnitts bestimmen zugleich die Lage der Polarisationsebene. Die- 
selbe steht immer senkrecht gegen die Ovalaxe, welche die Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit bestimmt, schneidet also das Oyal in der 
andern Axe. Es fragt sich, ob auch dieser zweite wesentliche Theil 
in unseren Formeln enthalten ist, ob also gemäss unserer in § 109 
gegebenen Definition der Polarisationsebene die Richtung der Be- 
wegung in der Welle senkrecht gefunden wird gegen die Richtung 
derjenigen Axe des Ovalschnitts, durch deren Länge die Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit bestimmt wird. 

Aus den Gleichungen (6.) und (9.) § 111 erhalten wir für die 
Cosinus, welche eine Ovalaxe q mit den Coordinatenaxen bildet,' die 
Werthe 


cos a = — ^^—. cos Ä = ^ - - j, cos y = — ~ — ^ , (1.) 


wenn 


gesetzt wird. Mittelst dieser Werthe ist leicht nachzuweisen, dass 
beide Ovalaxen q und q' auf einander senkrecht stehen; denn, da 
beide Werthe der Gleichung (10.) § 111 genügen, so ist 

= . _p*_ p\. I g' ?*_ I __♦:* r!__ 

oder auch 
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p1 I ?! I ^1 (9 \ 

^ (a — ep*){a-«e*) "^ (& _ «p«) (6 — £^'«) "T" ^c- sq^{c- iQ^ ' ^^'^ 

Demnach können wir die Richtungswinkel a, /J', / der zweiten 
Ovalaxe q durch die Gleichung - ^ 

^ p cos a . q coa ß' , r cos y' /^ \ 

a — fp''o — eg^ * C—6Q* ^' 

in Verbindung mit 

= ^ cos a' + 2 cos /J' + r cos / 

1 = cos' a + cos* /J' + <^os* / 

bestimmen; aus diesen finden wir durch Elimination 

= ü s cos a + g ,: ^ cos p 

Oa — h / I c — b , 

■= P » COS a + r f cos r . 


(4.) 


(5.) 


Nun aber lässt sich andererseits durch eine nicht schwierige 
Rechnung beweisen ^ dass^ wenn wir aus den zur Bestimmung der 
Schwingungsrichtung dienenden Gleichungen (6.) § 95 einen der drei 
Richtungscosinus M, N, P eliminiren, Relationen zwischen den beiden 
übrig bleibenden gefunden werden, welche bei Vernachlässigung der 
Differenzen a — b^ b — c, c — a gegen a, b, c selber dieselbe Form 

^ a — eg* ' ^ b — sq^ 

annehmen^). Somit erhalten wir 


1) Neumann, Theorie der doppelten Strahlenbrechung. Poggendorff^s 
Annalen der Physik 1882, Band 25, S. 447. 

Ein ähnliches Verfahren ist folgendes: Aus der Gleichung (3.) § 112 und 
der Gleichung (10.) § 111 bilden wir 

--^ p ^^-"-^ ^ ^-^^ "" ^ ^*^ cos o' = 2 (c - f ^») cos (J' + r (& - f p*) cos y 

Cm *^~ c Q 

und finden hieraus 

(j* (c — «9*) + r* (& — e^*)) cos a «= j}g(c — e^*) cos p' + pr (6 — c ^*) cos y. 
Wenn wir hierzu die erste Gleichung (4.) in der Form 

— p'aQ*cos a = 1)2« q' cos P' + |)rf ^'cos y 
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M = cos Uj N = cos /J', P = cos / 

und schliessen daraus, dass, bis^ auf Grössen von der Ordnung der 
Differenzen der Elasticitätsconstanten genau, die Richtung der Be- 
wegung in einer der beiden Wellen zusammenfallt mit der Richtung 
der Ovalate, welche gegen die andere, die Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit bestimmende Axe senkrecht steht. Da hiermit zugleich nach- 
gewiesen ist^ dass die beiden Wellen transversal sind, so ist das 
Fresnersche Gesetz bis auf Grossen von der Ordnung der Differenzen 
der Elasticitatsaxen vollständig bewiesen. Ob die Abweichung in den 
Differenzen in der Natur begründet ist, oder ob wir mit Fresnel 
das Gesetz als vollkommen richtig anzunehmen haben, kann aus den 
vorliegenden Erfahrungen nicht entschieden werden. So weit die 
Gesetze durch die Beobachtung bestätigt sind, so weit sind sie auch 
theoretisch bewiesen. 

Dass die durch die Gl. 1 § 111 dargestellte Welle eine longi- 
tudinale ist, wie behauptet wurde, braucht nicht bewiesen zu werden, 
da die drei Richtungen der Bewegung auf einander senkrecht stehen 
und die beiden anderen Wellen transversal schwingen. 

Die vorstehend entwickelten Resultate reichen, obwohl sie sich 
zunächst nur auf die Bewegungsgesetze ebener Wellen beziehen, zur 


hinzufügen, so wird 

0=»{sQ^ — cg* — 6r*) cos a -\- cpq cos j3' + ^Pf coa y 
und ebenso 

= cpq 008 a -j- (e 9* — ar^ — cp*) cos p + aqr cos y 
«=■ bpr cos a -\- aqr cos |5' + (c^" — hp* — aq*) cos y\ 

Diese die Winkel a\ f, y bestimmenden Gleichungen zeigen grosse Aehnlichkeit 
mit den die Bichtungscosinns M, N, P bestimmenden Gleichungen (6.) § 95 

« {Äp*+ cq^+ ftr*— sm^M + 2cpqN + 2bprP 
0=- 2cpqM + (cp*+ Bq^+ ar^ — sa}*)N+ 2aqrP 
^ 2bprM + 2aqrN + (bp"^ + aq'' + Cr*— eai*)P 

und fallen mit ihnen vollständig zusammen, wenn unter Vernachlässigung der 
Differenzen 

Ä=»-B = C=»3a=»8& = 3c=-35^* = Seen* 

gesetzt wird. Es ist also bis auf Grössen von der Ordnung jener Differenzen 

genau 

M = cos «', ^ =» cos p', P = cos y', 

d. h. die Scbwingungsrichtnng fällt nahezu mit der andern Ovalaze zusammen. 

Anmerkung des Heransgebers. 
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vollständigen Begründang der ganzen Theorie der doppelten Strahlen- 
brechung aus. Die weitere Entwicklung , welche in einer anderen 
Vorlesung gegeben ist*), führt durch Anwendung von Principien, 
welche keinem Zweifel unterliegen, zur Construction der Wellen- 
oberfläche als Umhüllungsfläche der sämmtlichen Richtungen an- 
gehörenden Wellenebenen. Man gelangt durch dieses Verfahren zu 
einer anderen Auflösung der Differentialgleichungen, welche die Gesetze 
enthält, nach denen sich das von einem leuchtenden Punkte ausge- 
strahlte Licht in einem doppeltbrechenden Medium ausbreitet. 


1) Nenmann's Vorles. über theoret. Optik, herausgegeben von E. Dom. 
Leipzig 1885. Vorlesung XI. 


14. Theorie der Liclitwellen im incompressiblen Aetlier. 

§ 113. Herleitung der Differentialgleichungen. 

Die im vorigen Abschnitt entwickelte theoretische Herleitung 
der Fresnerschen Gesetze der Doppelbrechung und Polarisation in 
Krystallen giebt ausser den beobachteten transversalen Wellen noch 
eine longitudinale^ welche nicht beobachtet wird. Carl Neumann^) 
hatte daher den Gedanken, in die Rechnung die Bedingung einzu- 
führen, dass der Lichtäther incompressibel sei. Fresnel kam 
in seinen allerdings nicht sehr strengen theoretischen Entwicklungen 
nicht auf eine longitudinale Welle. Er nahm an, dass die Kraft, 
welche nothig ist, die Aethertheilchen einander zu nähern, viel grosser 
ist, als diejenige, welche sie ohne Aenderung der Entfernung gegen 
einander zu verschieben vermag. Unter dieser Voraussetzung ergiebt 
sich sofort, dass die Amplitude der longitudinalen Welle sehr klein 
ist im Verhältniss zu denen der transversalen Wellen, während die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit der longitudinalen sehr gross gegen 
die der transversalen ist. Diesen Gedanken kann man zum Extrem 
ausdehnen und den Aether als vollständig incompressibel voraussetzen. 

Indem vor diese Annahme über die Natur des Lichtäthers ein- 
führen, hören wir auf, ihn uns, wie bisher üblich, als Gas vorzu- 
stellen. Er verhält sich nach dieser Ansicht wie das Wasser, in 
welchem Wellen sich bewegen, ohne das Volumen ^ desselben zu 
ändern. Wir denken uns den Aether als tropfbare Flüssigkeit, obwohl 
seine Masse unendlich viel geringer ist, als die jeder andern tropf- 
baren Flüssigkeit. Mit dieser Annahme sagen wir jedoch nicht, dass 
er nicht durch grossen Druck zu comprimiren wäre; vielmehr wird 
er um die ponderablen Atome herum sich wirklich in einer starken 
Verdichtung oder Verdünnung befinden. 

Die strenge Durchführung der auf der Hypothese der Incom- 
pressibilität des Lichtäthers beruhenden Rechnung wird uns nur auf 
transversale Wellen führen und Resultate liefern, die sich mit den 


1) Math. Annalen Bd. 1, S. 826, 1869; Bd. 2, S. 182» 1870. Die magnet. 
Drehung der PolarisationBebene des Lichtes. Halle 1863. &. 34. § 8. 

Neumann, ElaBticität. 16 
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o~JJß.ä,i.x[i§^ + ^+'^:], (8.) 

welche Gleichung wir zur Gl. (2.) zu addiren haben. Vorher trans- 
formiren wir dieselbe durch partielle Integration, wodurch wir er- 
halten 

= I du) {du cos (w, x) + dv cos (n, y) + di€ cos (n, e) } X 

-JSJäx äy ä. {|i öu + l-J *. + |i ,.] . (^-^ 

Addiren wir diese Gleichung zur Gl. (2.), so ergiebt sich 

•^ l 5a; 5t/ 5jf dy'\ 

+ (^-"ä/-"äjf """ä/- I7IM (10.) 

H- /rfo I {X'+ (X*+ A)coa(n,a;)+XyC08(n,y)+X,cos(n,jßf)} dw 
+ (r+%cos(w,a;) + (l^ + A)cos(n,y) + i;co9(ti,jEf)|*v 

+ \Z' -{^ Zx cos (n, a;) + ZyCos (n, y) + (Z, -|- A) cos (11, jb?) } ^«7 1 . 

Wegen der Willkürlichkeit der 8uj dv^ dw können wir, indem 
wir nach dem obigen auch A als gesuchte Function ansehen ^ diese 
Gleichung in folgende sechs zerfallen , von welchen die drei Haupt- 
gleichungen 

dx dy dz dx 

dx dy dz dy ^ '^ 

dx dy dz dz 

im ganzen Räume des elastischen Mediums gelten, während die Be- 
dingungen 

= X' + {Xg + A) cos (n, x) + Xy cos (n, y) + X, cos (n, 0) 

= r + 1^ cos (n, x) + (Yy + a) cos (n,y) + f^cos (n, ^) (12.) 

= Z' -{- Zx cos (w, ic) + Zy cos (n, y) + {Z, + A) cos (n, 0) 

nur an der Oberfläche desselben Gültigkeit haben. 
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Da wir you diesen Formeln nur auf den unbegrenzten Lichtather 
Anwendung zu machen beabsichtigen, so können wir die Glchg. (12.) 
unbeachtet lassen und uns darauf beschränken, die Glchg. (11.) zu 
untersuchen. Durch Einsetzen der Werthe der Druckcomponenten 
aus (3.) werden dieselben, wenn wir nach dem d'Alemb er tischen 
Principe, wie in § 51, die Beschleunigungen hinzufügen: 

4. 26 ^'^ - P}- 

•^ dxdz dx 


' dydx dy 

Hierzu tritt als vierte Differentialgleichung die Gleichung (6.) 

»-U + W + ^T- («•) 

Aus diesen vier Gleichungen sind u, % tv, l als Functionen von Xj y, js, t 
zu bestimmen. 

Die neu eingeführte Grösse A hat eine bestimmte physikalische 
Bedeutung. Sie ist der durch die Bewegung entstehende hydro- 
statische Druck. Denn die verbesserten Differentialgleichungen 
sind im Grunde nur die hydrodynamischen, in welche ausser den 
äusseren Kräften noch di6 inneren Molekularkräfte eingeführt sind, 
während die in jenen Gleichungen vorkommenden Quadrate der Ge- 
schwindigkeiten dem Grundprincipe der Elasticitätstheorie entsprechend 
fortfallen. 


§ 114. Transformation der Differentialgleichungen. 

In die Glchg. (13.) § 113 führen wir als durch die Erfahrung 
gegeben^) die Belationen zwischen den Gonstanten A, B, C, a,hf c 
des Mediums ein, welche in § 110 abgeleitet worden sind. Wir 


1) Yergl. den Zusatz des Herausgebers in § 119. 
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wählen aber nicht die Form der Glchg. (9.) § 110, sondern wir 
nehmen die dort als angenähert erscheinenden Werthe aus den 
Gleichungen (10.) § 110 

^ = 3(5 + c-a) 5 = 3(c + a-6) C = 3(a + 6-c) (1.) 

hier als streng richtig an. Führen wir diese Werthe in die erste 
GL (13.) § 113 ein, so wird dieselbe 

^ dt* ~^\dy* dxdy)'^^\dg* dxdz) 

+ 3 i (6 + c — «) Q ä + c ^— ^T- + -^—^ f — a — r -2l 
' l^ ' ^ dx* ' oxdy * cxozf ex ' 

und durch Benutzung der 61. (6) § 113 

^ dt* ~^~dy \dy T^l "^ ^ ~dz \dz d^l 

Q ^ ( du , , dv , du) \ J_ ^^ I Y 

dx \ dx *~ ^2/ ^^ ' ^a? ' 

Verfahren wir ebenso mit der zweiten und dritten Gl. (13.) § 1 13 
und setzen zur Abkürzung 

-•''-•'-»('■Ij+'li- + «!?). (2) 

so erhalten wir statt jener Gleichungen folgende neuen Differential- 
gleichungen 

dt* dy \dy dx) dz \dx dz) "^ dx * 

d*v _ d (dv dv}\ d (du dv\ , dU , ^ ,on 

^ dt* ~ ^ dz Va7 ~ J^) ~ ^ Ji \dj ~ Ji) '^ Jy '^ ^ ^^ 

d^_j d (dw du\ d (dv ^^ X ^^' \ y 

^ dt* ~^'d^\di " dz) ~~ ^ J^ \dz ~ dy) '^ 'W'^ ^ 

^ du . dv . £w 

dx"^ dy '^ dz' 

Aus diesen vier Gleichungen, welche u, v, w^ k' bestimmen, lässt 
sich die letztere Grösse sofort eliminiren, und zwar durch Substi- 
tution der doppelten Drehungswinkel (§ 24) 

^ dz dy ^ ^ ~ dx dz ^ ^ ~ dy dx ^^^ 

statt der Yerrückungen u, v, w. Durch Differentiation und Subtraction 
der drei ersten Glchg. (3) erhält man 
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* df "l dx' ^ dy* ^ dt* I dxr dx ^'^ dy ^^ dz l 

, 8Y dZ 
"^ dz dy 

+ |Ä_^ (5.) 

' ox dz 
d^W _ \ d^W , d^W , c^W \ di du .j dV _, dW\ 

Diese drei Gleichungen bestimmen U^ V, W, aus denen nach den 
Gleichungen (4.) in Verbindung mit der vierten Gl. (3.) u, v, tf ge- 
funden werden können. Es ist aber zu bemerken, dass U, V, W nicht 
von einander unabhängig sind, sondern es existirt zwischen ihnen 
die Bedingung 

welche sich direct aus ihren Bedeutungen ergiebt, sowie auch aus 
den Gleichungen (5.) selber, wenn man sie nach x, y, z differenzirt 
und addiri Daraus geht hervor, dass, wenn man die Glchg. (5*) 
durch willkürliche Functionen integrirt, man deren nicht sechs, sondern 
nur vier erhalten kann. 

§ llö. Integration für ebene Wellen. — Bestimmung der 

Drehungen. 

Indem wir zur Integration der Glchg. übergehen, fuhren wir 
ein, dass keine äusseren Kräfte thätig sind, wir setzen also 

X = 0; r=0; ^=0. (1.) 

Wir nehmen femer, wie bisher, Wellenbewegung auf einer Schaar 

paralleler Ebenen an, so dass u, v, «;, also auch CT, F, W nur ab- 
hängig von 

s = 2^a; + gy + riEf (2.) 

sind, wo |), g, r wiederum die Cosinus der Winkel bedeuten, welche 
die gegen das Ebenensjstem senkrechte Richtung s mit den Coordi- 
natenaxen x, y, z einschliessi Unter diesen Voraussetzungen ver- 
suchen wir den Glchg. (5.) § 114 durch willkürliche Functionen von 
der Form 

ür«=/x0(s+a)O; F=i;<t)(s + (aO-i TF= -0-0 (s + «0 (3.) 
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ZU genügen^ worin fi, v, dS, co Constante, <t> ein Functionszeichen ist 
Zwischen den Constanten ft, v, W nehmen wir die Relation 

1 = ^8 4- v« + ©2 (4 ) 

an, wodurch die Allgemeinheit nicht beeinträchtigt wird, da wir uns 
die Function <t> einen beliebigen Factor enthaltend denken können. 

Durch Einsetzen der Werthe (3.) in die DifiFerentialglchg. (5.) 
§ 114 verwandeln sich diese nach Division durch 


a«0 


O (S + OO = ^ « = — T -07^ 
^ ' ^ th* Cö* Ol' 

in die Bedingungsgleichungen 

« aco^/i = a/it — p [apiL + hqv + crVS] 

BGi^v = fti; — g {oi>/A + ftffv + cr'dS] (5.) 

£(0*a3r = cSr — r [ap^L + ^2^ + cro?) . 

Multipliciren wir diese Gleichungen mit den Cosinus pj q, r und 
addiren sie, so erhalten wir ebenso, wie aus Gl. (6.) § 114 durch 
Einsetzen der Werthe von U, F, W aus den Glchg. (3.) 

= |)/i + gv + rm, (6.) 

Fügen wir diese Relation zu den Glchg. (5.) hinzu, so wird eine 
derselben identisch erfüllt; wir brauchen also nur zwei derselben zu 
berücksichtigen, also z. B. die durch Elimination von 'm sich er- 
gebenden 

scj^fi ^aii—pi^a- c)pfi + (6 — c) qv) 

SG)^v = bv — q [(a — c) p^i + (^ — ^) 3^ } j 

aus welchen durch Elimination des Verhältnisses von fi zu t' folgt: 

= (£ci«-a+/>»(a-c))(£ci«-6 + 3«(&-c))-i)V(«— c)(ft~c).(8.) 

Diese Gleichung ist in Bezug auf o* vom zweiten Grade; wir finden 
also nur zwei Werthe dieser Constanten, o^ und gi^, und die Functionen 
U, V, W enthalten in der That nur vier willkürliche Functionen in 
der Verbindung 

r=v, {<l>i(5+cD,0+M^,(s~co,0} + t/,{<D,(s+cD,0+%(5~cö,0} (9.) 
Tr=Er,{Oi(s+cö,0+Vi(s-cD,0}+sr,{O,(s+co,0+Y,(s-a),0i. 

Die hierin vorkommenden Constanten erlangen aus den Glei- 
chungen (7.) und (4.) die Bestimmung, dass 
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(10.) 
wird, wenn zur Abkürzung 

gesetzt wird. Damit sind die Drehungswinkel U, Vj W bestimmi 

§ 116. Bestimmung der Yerrückungen. 

Es bleibt noch übrig, aus diesen Winkeln die Yerrückungen 
u, V, iv zu bestimmen, was durch die Formeln (4.) § 114 auszufahren 
ist. Nach denselben haben wir statt der Gleichungen (9.) § 115 

und hieraus durch Elimination mit Hülfe der vierten Gleichung (3.) 
§114 

worin zur Abkürzung gesetzt ist: 

Diesen Gleichungen genügen wir in unserem Falle, in welchem 
es sich nur um Wellenbewegung handelt, durch die Auflosungen 

u = ^ Jfef { 9) (s + (ot) + ^ {s — (Ot)] 
in denen M, N, P. drei Bichtungscosinus von der Bedeutung 
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M = ^q — vr, N^= iir — usfp, P ^^^ vp ^ (iq (2.) 

Yorstellen, während q) und ^ willkürliche Functionen sind, welche 
zu den früher eingeführten <t> und ¥ in der Beziehung steheni dass 

^5^(i±ü^ = <t)(s + a,t) 

(3.) 

ist. Die Summe in den Formeln (1.) bezieht sich, wie bisher, auf 
die beiden Wurzeln a^ und o^ der quadratischen Gleichung (8.) § 115. 
Die zu beiden Werthen gehörigen Cosinus M, N, P erlangen 
nach den Formek (10.) § 115 die Werthe 

■mf 6— c ji» b — c 

■^1 — 2*" (5 _ ««),•) (c - ««.') ^1 ^» "" **■ (6-ea),')(c-«V) ^« 

^1 = ^P (c-«a>,')(a -*«,•) ^1 ^« °^ '■^ (c — s <>),«) (a-«V) ^« (^-^ 
p a — b -p a — 6 

Die vier willkürlich gebliebenen Functionen g> und ^ sind aus den 
zur Zeit ^ »» geltenden Anfangswerthen der Functionen u^ v, w 
und ihren nach der Zeit genommenen Differentialquotienten zu be- 
stimmen; sie vermögen, obschon nur vier an Zahl, den sechs Be- 
dingungen zu genügen, weil auch zur Zeit ^ = zwischen den Grössen 
w, v, w und ihren Derivirten eine Relation, die Gleichung (6.) § 113 
besteht. 

Wir unterlassen diese Rechnung, weil sie wenig Interesse bietet 

§ 117. Herleitung der FresneFschen Gesetze. 

Viel wichtiger ist die Frage nach der Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit und die nach der Schwingungsrichtung der 
beiden Wellenpaare, welche sich mit ungleichen Geschwindigkeiten 
in positiver und in negativer Richtung fortpflanzen. 

Was die erstere Frage betrifft, so sind die Fortpflanzungs- 
geschwindigkeiten der beiden Wellenpaare bestimmt durch die 
quadratische Glchg. (8.) § 115. Bringen wir dieselbe auf die ge- 
wöhnliche Form, so wird sie 

0=6^(D^--' sco^{p\h + c)+q\c+a)+r\a+h)]-^p^bc+q^ca+r^ah (l^^ 
oder 

= -^-.+ ,-^'-, + — ^- (2.) 

Diese Gleichung aber ist dieselbe, welche die beiden Hauptazen 
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eines ebenen Schnitts des Fresnerschen Ovaloids bestimmt, d. h. 
die Axen des Durchschnitts der Ebene 

= px -{- qy -i- rz 

mit der Oberfläche^) 

£Q^ t=s a cos* a + 6 cos' /3 + c cos* y (3.) 

oder in rechtwinkligen Goordinaten 

€ (x" + y* + fs^y = ax^ + by^ + cz\ 

Wir erhalten also die von Fresnel durch Beobachtung 
erwiesenen Formeln für die Fortpflanzung ebener Wellen. 

Es bleibt noch die Schwingungsrichtnng in den Wellen zu 
untersuchen. Die in den Formeln (10.) § 115 f&r die Cosinus 
fi; Vj IS gefundenen Werthe stimmen mit denjenigen überein, welche 
in § 112 als Werthe der Cosinus der Winkel Uy /), y angegeben 
wurden, also derjenigen Winkel, welche die Richtung der Ovalaxe q=^(o 
mit den Coordinatenaxen einschliessi Daraus folgt, dass die durch 
die Cosinus fii^^i» ^i definirte Richtung mit derjenigen Axe g^ des 
Ovalschnitts zusammenfallt, welche die zu den Werthen ft^, i/^, is^ 
gehörige Fortpflanzungsgeschwindigkeit ai^ bestimmt; und ebenso 
fallt die Richtung, deren Cosinus fCj? ^s? '<^2 ^mAj mit der Richtung 
der zweiten Oxalaxe q^ »= Og zusammen. 

Die Schwingungsrichtungen in den Wellen werden aber nicht 
durch die Cosinus ft, i/, IS bestimmt, sondern durch üf, Nj P, deren 
Werthe in den Glchg. (4.) § 116 angegeben sind. Dieselben genügen 
folgenden Relationen 

O^M^ +N,q + P,r = M,p + N,q + P,r ^^^ 

0=-^M,ii,+ N,v^ + P^-m^ = M^(ii + N^v^ + Pg cer^, 

von welchen die beiden ersten nur aussagen, dass beide Wellen 
transversal sind. Aus den zweiten folgt dagegen, dass auch die 
Richtung (Jf^, N^^ PJ auf (/Xj, v^, Wj) und {M^f JTg, '^Pg) auf 
(ihf ^2; ^s) senkrecht steht Die Schwingungsrichtung steht 
also senkrecht gegen die Richtung derjenigen Ovalaxe, 
welche die zugehörige Fortpflanzungsrichtung bestimmt. 

1) Vergl. § 111. Man kann die üebereinstimmung von m mit den Badien 
9 der Elastidtätsoberfläche auch direct aus den Glchg. (6.) § Jtl6 nachweisen. 
Maltiplicirt man diese mit fi, v, ta und addirt, so erhält man wegen Gl. (6.) § 116 

«CD* = a/** + ^*'* + c®*> 
d. h. nichts Anderes als obenstehende Gl. (3.) § 117, da nach der demnächst 
folgenden Betrachtung ft, v, & mit den Richtungscosinns der Ovalaxe identisch 
sind. Anmerkung des Heraasgebers. 
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Da nach dem Erfahrungsgesetze die Polarisationsebene dieselbe Eigen- 
schaft besitzt, so fallen Schwingungsebene und Polarisations- 
ebene zusammen. Hierauf ist besonderes Gewicht zu legen, weil 
die entgegengesetzte Ansicht noch sehr verbreitet ist. Alle strengen 
Durchführungen der Theorie aber führen zu dem von der gewöhn- 
lichen Meinung abweichenden Resultate. 

Somit ergeben sich alle die Gesetze, welche Fresnel empirisch 
fand, in aller Vollständigkeit als nothwendig, wenn man die 
Incompressibilitat des Aethers in die Rechnung einführt Zudem 
stosst man nicht auf die Schwierigkeit der longitudinalen Welle, da 
der Aether, im Gegensatz zur Luft, nur Lichtwellen, keine Schall- 
wellen, fortpflanzen kann. 

§ 118. Bestimmung des Druckes im Aether. 

Es wäre unbefriedigend, die Untersuchung hier abzubrechen; denn 
uns fehlt noch die Eenntniss der Grosse A, des Aetherdrucks. Wir 
erhalten ihren Werth mittelst einer durch die Gleichung (2.) § 114 
eingeführten Hülfsgrosse, welche den Gleichungen (3.) § 114 genügt. 
Wenn wir diese Gleichungen in die Form 

dV d*u ^^ \h ^^ 

dx '^^ dt* "^ cy + ^ ~dz~ 

cy "^^ et* ~^ dz "^^ dx 

^ = £ — — 1 — 4- — 

cz "^ dt* ex "^ dy 

bringen, in dieselben aus (3.) § 115 und (1.) § 116 die Werthe der 
Functionen einführen, so erhalten wir unter Rücksicht auf die 
Formeln (2.) und (3.) § 116 die Werthe 

^ = ^{{^^' -0)^- (6CD« - h)vr) Q 

-Jy = 2^((««ö' — b)vp — (««* - ä)iiq) Q, 

welche sich nach Einsetzung der Werthe von fi, t', cor aus den 
Formeln (10.) § 115 zu den Ausdrücken 

4^ = 0, 1^ = 0, 4^=0 

ex ' cy ' cz 

vereinfachen. Es ist also 

A' C 

constant, demnach wegen (2.) § 114 der Druck 
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In einem unkrystallinischen Medium ^ für welches a = b = c wird, 
erhalten wir, da dasselbe incompressibel ist, 

und dieser constante Werth muss 

A = 

gleich dem Werthe im Welienraume sein, da wir uns den letzteren 
nicht als zusammengedrückt vorstellen können. 

Für ein krjstallinisches Medium erhalten wir den von den Unter- 
schieden der Elasticitatsaxen abhängenden Ausdruck 

welcher vielleicht durch spätere Untersuchungen eine nicht bloss 
theoretische Bedeutung erlangen wird. 

§ 119. üeber die Beziehungen zwischen den sechs Constanten 

des Mediums^). 

In § 114 wurden zwischen den sechs Elasticitätsconstanten des 
Mediums drei Relationen angenommen, deren Einführung nicht durch 
zwingende Gründe geboten war, wohl aber durch den Erfolg gerecht- 
fertigt wurde. Wenn man diese Relationen (1.) § 114 jiicht von 
vornherein einführen will, so hat man für ein incompressibles Medium 
die allgemeineren Differentialgleichungen (13.) § 113 mit der Be- 
dingung 

^" I dv , dw 
"^ ^rc ' dy "■ dg 
zu integriren. 

Dnrch die Substitution 

u = M(p{s + cot) 

V = Ng>(s -f- cot) 

w = Ptp(s + tat) 

X = Q<p'(s + mt), 
•wo 

1 = M* + N^ + F* s <== px + qy + re 

ist, erhalt man 

1) Zusatz za § 114 vom Heranggeber. 


0-) 
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s(o*N = yM+ ^N+ ttP — qQ 

£a*P '=ßM+aN + fS,P-rQ 

0=pM+qN + rP, 

wenn zur Abkürzung 

a = Xl)« + cg* + ftr* a = 2aqr 

SB = cjp* + Bq^ + at^ /3 == 26r|> (2.) 

6 = 6j)« + 03* + Cr« y =- 2cpq 

gesetzt wird. Aus den Gleichungen (1.) sind M, N, P, Q und et zu 
bestimmen. 

Führt man zu den durch M, N, P und p, q, r bestimmten 
Richtungen eine dritte zu beiden senkrechte ft, v, zar ein, so dass 

= pM -{- qN + rP 

= p(i -\- qv -\- rv 
O^fiM+vN+ssP 
l^H* + V« 4- w« 

1 = Jlf« + 2^> -1- P« 

so hat man zur Bestimmung Ton M, N, P 
0={%M+yN+ßP)ti+iyM+^N+aP)v+{ßM+aN+(S,P)-m,(^.) 

worin 

^ = riV — qP, V =>= pP — rM, TS « qM — pN, (4.) 

sowie als zweite und dritte Gleichung 

0-=pM+qN + rP 

l = M* + N* + P*. 

Eliminirt man dagegen aus den Gleichungen (1.) die Grössen M, N^, 
P, Q, so findet man für 0« eine quadratische Gleichung, welche sich 
schreiben lässt 

=1)* { (f o» - » + 2c3*) (« o* - 6 + 2 6r*) - 2 (& - c)*sV } 
+ 3» {(««>*— ® + 2ar«)(£a)«-?l4-2ci)«)-2(c—o)«rV} (5.) 

+ r» {(eo«— a+26|)«)(eaj«-S8 + 2o3*)— 2(o-g)*i)V}- 
Man erh&lt also auch in diesem allgemeinen Falle nur zwei 
Wellenpaare mit verschiedener Geschwindigkeit, von denen je eine 
Welle in der positiven, die andere in der negativen Richtung von s 
fortschreitet. Jede dieser Wellen hat auch nur eine bestimmte 
Schwingungsrichtung. Denn setzt man ans Glchg. (5.) den Werth 
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Ton ecal^f welcher dieser Welle zxikommt, in die Glchg. (1.), so 
werden die Verhältnisse von Jf, Ny P dnrch diese Gleichungen 
eindeutig bestimmt. 

Es lässt sich auch zeigen, dass die beiden möglichen Schwingnngs- 
richtangen anf einander senkrecht stehen. Denn Glchg. (3.) lässt 
rieh schreiben 

0=(«^-fyv+/J^)Jlf+(yft+®v+aw)2V+(/J/x+av + 6i8r)P, 

worin nach den Glchg. (4.) 

M = q^s — rv, N^=^ r(i — pvüy P =pv — q(i 

ist. Also genügen fi, v, w denselben Glchg. (3.) und (4.)^ welche 
M, N, P bestimmen; d. h. wenn My N, P den Glchg. (1.) genügt, 
80 genügt auch die darauf senkrechte Richtung fi, v, ^; also müssen, 
da nur zwei Wellen, folglich auch nur zwei Schwingungsrichtungen 
möglich sind, die beiden möglichen Schwingungsrichtungen gegen 
einander senkrecht stehen, oder mit anderen Worten: beide Wellen 
sind rechtwinklig gegen einander polarisiri 

Der Sachverhalt ist also im Allgemeinen ebenso, wie in dem 
ausführlich behandelten Specialfalle. Es entsteht daher die Frage, 
ob die Gleichungen (1.) § 114 die einzigen Relationen zwischen den 
Constanten Ä, B, C, a, 6, ,c sind, durch welche die obige Glei- 
chung (5.) in die Fresn ersehe Gleichung 

f) ti V 

^ ^ ««"^Ä« + CD» - li" + «« — «» (^'^ 

Übergeht, in welcher A, A;, l Gonstante sind, über deren Zusammen- 
hang mit den Elasticitätsconstanten wir keine Voraussetzung machen 
wollen. Bringt man, um diese Frage zu entscheiden, beide Glei- 
chungen (5.) und (6.) auf gleiche Form und setzt z. B. die Factoren 
von q' einander gleich, so findet man, dass diese Gleichheit für 
jedes Werthsystem von p, g, r, welches der Bedingung 

1 = |,« + g2 + r* 

genügt, nur dann stattfinden kann, wenn 

£(Ä« + i«) = a + 6 = ^ + J5 — 6c 

£(i» + Z«) = 6 + c = B + (7 — 6a 

«(P + Ä«) = c + a = C + ^ - 66 

isi Daraus folgt, dass die Gleichungen 

5Ä* = a -4 = 3(6 + c — a) 

6*« = 6 J? = 3(c + a — 6) 

fi? c=c C =3(a+6- c) 


und hieraus 


D =0 

D' =0 

E' ==0 

i?" = 

F"^0 

F — 
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bei allen bekannten Krystallen zwei mögliche Lagen der Polarisations- 
ebene für jede Richtung der Wellenbewegung. 

Wir müssen desshalb den Schluss ziehen ; dass die Gleichungen 
(2.) und (4.) beide dieselbe Ebene bezeichnen, dass also 

A = l = l (7.) 

ist, und zwar für jede Lage der Wellenebene oder für jedes Werth- 
system p, q, r. Hieraus folgt zunächst, dass A mit p, ebenso 
B mit q und endlich f mit r verschwinden muss; so erhalten wir 
aus den Gleichungen (6.) und (4.) 

= {qiy + rr)q^ + (gD" + rF")f^ + 2(qd' + r»')qr 

= (pD + rE)p' + OD" + ri?")r« + 2(pd" + rri")rp 

O^ipF +qE)p' + {pr +qE')q'+2{p^ '^qv)Pi 

— D" = 2^' = 2i?" 

— E =2(J" = 2v^ 
-«JT =2i? =2*'. 

Ferner aber müssen in den jetzt in der Gleichung (7.) verbleibenden 
ganzen Functionen von p, q, r auch die Factoren gleicher Potenzen 
einander gleich seia; dadurch erhalten wir noch folgende Beziehungen 
zwischen den Constanten: 

Ä =JB + 2* = C+2^" 

A +2d =B' = C' + 2n 

^"+2^" = J5" + 2V = C" 

a -{' d" -{' d" = ß' '= y' 

Nach diesen Gleichungen können wir 24 der ursprünglichen 36 Con- 
stanten durch die übrigen 12, etwa durch 

A, B\ C'\ *, n\ ^" 

«; ß\ y\ *'> n\ ^ 

ausdrücken. Wenn wir nun noch, um die Symmetrie der Formeln 
deutlicher hervortreten zu lassen, diese 12 Grössen fortan durch 
folgende Buchstaben 

-4, J5, (7, c, a, 6 

^i; Ai ^i; ^, y; « 


(8.) 
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bezeichnen, so nehmen die Werthe der Druckcomponenten (Glei- 
chungen (1.) § 78) die einfache Form an: 

-Z,=CA-26|j-2aU_2,(|j + |j) 

-Yr Z,-=4,A-2a|j + = 

-Z, X-B,A-2^|J + H 

Hierin ist 

_ Idv . dv)\ . (dw , du\ , o/^^ i 3«'\ 

H = y(|?+|f)+^£+|?)+«(|f+£) 

und, wie früher, die räumliche Dilatation durch 

dx *^ dy ^^ dz 
bezeichnet. Für den Fall transversaler Wellen, den wir hier in 
erster Linie berücksichtigen, verschwindet diese Grosse; demnach 
hängt die Bewegung transversaler Wellen von nur 6 Constanten ab. 
Indem wir nun die Werthe der Druckcomponenten aus den 
Gleichungen (8.) in die das Theorem A' bildenden Formeln des § 10 
eintragen, fQhren wir zur Abkürzung drei neue Functionen ein 
TT i cv dw\ , Idvo du\ , al ^^ ^^\ 

^ — « l-ä7 - ly ; + y b« - ir; + z* 1-37 - wi 

TJT a ( ^^ ^^\ I (^^ du\ (du dv\ 

^" ^ 1-87 - "37/ + 4-är--äTJ-n87 ~ w)- 

So erhalten wir die übersichtliche Form 

* 1«« ~^ "äF "^ ^1 3y "^ -^1 aip ^" a« ~ "ä7 
d'v ^ aA , „ aA . . aA , dw du ,-^. 


dt* ^ dx ^ dy *^ ^ dz *^ dx dz 

a»w_„aA,.aA,^aA^,ar7 dv 

W~^^ dx "^^1 dy ■'"^ dz '^Ty~dx 
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für die Differentialgleichungen; welche keinerlei Yoraussetzmig ent- 
halten ausser der Annahme der Existenz transversaler Wellen im 
Medium. 

§ 121. Umgestaltung durch ein neues Coordinatensystem, 

Die entwickelten Gleichungen sind unabhängig von der Lage 
des Coordinatensystems, so dass, wenn wir ein anderes einfahren^ die 
Form der Gleichungen sich nicht ändern kann, sondern nur die 
Werthe der Constanten. Wir können daher durch Beziehung auf 
ein gewisses Coordinatensystem drei der 12 Constanten verschwinden 
lassen, etwa drei der sechs Constanten, von welchen die transversalen 
Wellen abhängen. 

Beziehen wir die Formeln auf ein beliebiges anderes Coordi- 
natensystem x' y y j z'j so müssen sie folgende Form erhalten: 

^ dt* ~^ dx' ■*"^i dy "^^1 dz "f" dz' dy' 

aV ^, ^^ j_w dA , .r dA ,dW' du' ., . 

aw_ „, aA , . , aA , ^, dA . dv dv 
* at«""^i dx''^^^ ay"^^ W"^ d^ "" dx' * 

Die Transformation der Coordinaten geschehe nach den Formeln 

y = m^x' + m^y' + m^^js' y = l^x + m^y + n^z 

z = w^a;' + n^y + ngj»' ;8?' = l^x + m^y + ns^? 

und den entsprechenden 

t; =3 iwim' + m^v' + ^WgU;' t;' = igt« + ''^t^ + **«*<' 

M? »= n^u + Wjt;' + Wjw' w' = i^w + ^^s^ + ^^• 

Dann ergeben die Formehi (9.) und (10.) § 120 

av Q. aA , ^ dA , (^ dA , du du , j dv dv 

* 1 a« * ay 


§ 121. Coordinaten-VeiAiiderttng. 263 

und zwei ähnliche Gleichungen, in denen f&r Si = 1, 2, 3 

a, = liÄ + miCi + UiB^ 

e. = z-B, + tmA, + HiC 

gesetzt ist. Nun bestehen zwischen den neun Cosinus die Be- 
ziehungen 

Wj = n^l^ - n^l^ fWg = n^li —n^l^ ni^ = nj^ — n^/i (3.) 

durch welche die Grösse 

cU du , \C>U . . .du 




auf die einfachere Form gebracht wird: 


du _ du 'du j du 

^*^ dy ^1 a;? ~^2 a/ ^» ^2/' 

, , aK aK dv dv 

ebenso f» IT"**^ ^^"''*2 äl' "^^ a7 

'dw j dw_ dw dw 

^^^ dx ""^1 dy ~^ dif~^^ W' 


Somit wird 


^|S^ = ««^ + »i^+®i47 + -ä7('^^+^*^^^ 


-^{hU+m,V + n,W) 


and, da hierin 


aA , aA , , .^^ i_ 7 ^^ 

äv~^i W^^ a7"^"» äz 

aA aA , aA , aA 

aA _ aA , ^^1 ^^ 

ist, so erkennen wir, dass bei dieser Transformation die Form der 
Gleichungen (2.) wirklich gefunden wird, wenn 
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< = «»«3 + »»»»8 + »»sSs = «5«, + «Ms», + Ws®» 

^1' = l,«i + m,^t + «»®i = ^i«s + »».»3 + «ißj 

C'i' = ^«s + «»1»« + »1®» = ^«1 + ««»»1 + «,®i 
und 

r = ?,cr+i»,F+w,Tr (4.) 

gesetzt wird. Die ersten dieser Gleichungen liefern folgende Werthe 
f&r die sechs durch grosse Buchstaben bezeichneten Constanten im 
neuen Coordinatensystem 

Ä' = k^A + m^*B + n,^G + 2min,A, + 2nJ,Bi + 2l^m^C^ 
B' = l^^A + m^^B + VC+ 2m^f^A^ + 2n,i,2?, + 2Z,W2<?i 
C = ^3*^ + <B + VC + 2m3W3^, + 2n^kB^ + 2l,m,G, (5.) 
A^ = ZgJa^ + WgWslf + n^n^G+ {m^n^ + Wan^)^! + (n^Zg + tijZj) JB| 

JB/ = ljZi^ + msWilf + n3n,C+ (maiti + m^n^A^ + (Ws«! + njl,) J?i 

Gl = I1I2A + mifn^B + WinjC+ (Witi^ + ♦**2^i)-^i + (^i'a + ^i^i)-^! 

Aehnliche Gleichungen für die mit kleinen Buchstaben bezeich- 
neten Constanten können wir aus den für U', V\ W erhaltenen 
Formeln herleiten, nachdem wir in den letzteren die Transformation 
vollständig durchgeführt haben werden. Es ist 



dv d*( , dv' , dto' 

dz -"*! dz +*^ dz +*^ dz 


dto dto 1 dto , dto 
dy ™*^ dal +*"» dtf +*^ dV 

dto 

«./^' ^«Aa.^/^«: ^«v 


also 

dv 

~dz W ~ '"* \ de " dx'/ ^ "'2 \ ^g ^y' 

und hierin 
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dz daf ~'^\dy' dx'}^^\W~JF^} 

d^_dw__ (dv' du'\ , (dv' dw'\ 

dz df/ ~^i \dx' dy'~) '^'^\dz' ^ J^l 

dz a/ ""**! \w ~ 'Wi + ^2 vay ~ Tz^) ^ 

also mit Rücksicht auf die zwischen den Cosinus stattfindenden Re- 
lationen (3.) 

1^ — ^ — 7 l^^L ^'^'\ \ 1 (^^' ^""^ -J_ 7 /^"' 1^\ 
dz dy ~^^ \dz' dy'l "^ ^2 \cx' ~ dz') "^ ^ \W~ dx'l 

und ebenso 

dw du (dv' diJo'\ , (dw' du'\ . (du' dv'\fa\ 

du_dv__ (dv' dw'\ , (dw' du'\. (du' dv' \ 
dy dx~'^^\dz' dy'l'^^^\d~x'~~dz'/'^^''^\dy' dx'J' 

Setzen wir diese Werthe in die Gleichungen (9.) § 120 und die so 
gewonnenen Ausdrücke für Z7, F, W in die Gleichungen (4.) § 121 
ein, so erhalten wir nach Vergleichung mit den Formeln (1.) § 121 
f&r die noch übrigen sechs Constanten im neuen System folgende 
Werthe: 

V = l^a + ^%^ + ^2*0 — 2m^n^a — 2n^l^ß — 2l^m^y (7.) 
c = Zj^a + m^l + n^^c — 2m^n^a — 2n^l^ß — 2l^fn^y 

— /J'==Z3i,a+tn3mi6+W3WiC— (WaWi + miWg)«— (Wg^i + Mi/g)/? (8.) 

— y' =lJ^a-\-mifn^b-{' flinke — (min^']'m^ni)a — (wjZg+WgZJ/J 

—(Ji^+k^i)?' 

Nach diesem Endergebniss unserer Umrechnung auf das neue 
Coordinatensystem erreichen wir die beabsichtigte Vereinfachung der 
Formeln, indem wir über die Lage der Coordinatenaxen so verfügen, 
dass drei von den 12 Constanten verschwinden, und zwar, dass 

a' = 0, /J' = 0, / = 

werde. So erhalten wir nach einer geringen Umgestaltung der beiden 
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letzten Gleichungen (8.) folgende Bedingungen für die Lage der ge- 
wählten Goordinateu 

und hieraus durch einfache Elimination unter Beachtung der Rela- 
tionen (3.) 


h w. n. 


(9.) 


WO der Index 1 mit dem allgemeineren Zeichen i vertauscht worden 
ist, weil die Formeln auch f ür i = 2 und ^ «» 3 gelten; dieselben 
bestimmen also alle drei Coordinatenrichtungen des gesuchten Systems. 
Die Gleichungen (9.) stimmen vollständig mit denjenigen über- 
ein, durch welche die Lage der Äxen einer Oberfläche zweiter Ord- 
nung angegeben wird, deren Gleichung 

-^ = /^a + tn^b ^- n^c — 2mna — 2nlß — 2lmy 

ist; wenn unter la, mo, nts die rechtwinkligen Coordinaten und unterer 
der Kadiusvector verstanden wird. Das gesuchte Coordinatensystem 
liegt also den Axen diese Oberfläche parallel. ^Daraus folgt, dass 
es wirklich ein solches Coordinatensystem giebt, zugleich aber, dass 
es nur ein einziges giebt. 

Ebenso existirt ein ähnliches, durch die Gleichungen 

bestimmtes zweites Coordinatensystem, für welches die in den Glei- 
chungen (5.) angegebenen Grossen 

AI = 0, b; = 0, g; = o 

verschwinden. Dieses braucht mit dem ersten nicht zusammenzu- 
fallen. Unsere Betrachtung führt ims also auf eine Doppelnatur des 
Mediums, insofern nämlich, als Eigenschaften verschiedener Art sich 
auf verschiedene Axensysteme beziehen können, ein Punkt, auf den 
wir zurückkommen (§ 125). 

Wählt man das du^ch die Gleichungen (9.) charakterisirte Coor- 
dinatensystem, so werden die Grossen [7, F, W (Glchg. (9.) § 120) 

und demnach die Differentialgleichungen (10.) § 120 
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dt' 

= A 

^A , ^ dA , ^ ^A j d (du 

dx ' ^1 ay ' -^1 dz ' ^ ay \cy 

dv\ 
dx) 



dz \ dx 

du\ 
dz) 

dt* 

-C. 

dA , Ti ^A , . ^A , 3 / dv 

dx +* i?y +^i a. +^-ä. \dz 

dw\ 
dy) 



^ d /du 
dx \dy 

dv\ 
dx) 

d*w 

= //, 

dA . j dA .^ dA _.. d (dw 

~dx +^» ay +^ a^ +^ dx \dx 

du\ 
dz) 



dv \ dz 

' dJ' 


(12.) 


Die transversale Welle, bei welcher A <» ist, hängt also von nur drei 
Constanten a, h^ c ab, weiche, wie sich nach Ausführung der Inte- 
gration zeigen wird, die Quadrate der drei Axen der FresneFschen 
Elasticitatsoberfläche bestimmen. 

§ 122. Integration. Longitadinale Welle. 

Diese Differentialgleichungen integriren wir durch die schon in 
§ 120 benutzte Annahme, dass an allen Stellen einer Ebene 

s^px + qy-^-rz 

gleiche Richtung und Grösse der Yerrückung und Geschwindigkeit 
stattfindet, so dass 

V = Nq>{s + CDt) 

W'^ Pq>{s + ait) 

gesetzt werden kann, worin, wie früher, q> eine willkürliche Function, 

CO die Fortpflanzungsgeschwindigkeit und üf, N^ P die durch die 

Relation 

3f « + 2^« + p« « 1 

verbundenen Cosinus sind, welche die Richtung der Yerrückung und 
der Bewegung mit den Coordiuatenaxen bildet. Setzen wir zur Ab- 
kürzang 

Äp + C^q + If.r = A (1.) 

C,p+Bq-\-A,r==^B 

B,p-\-A,q-\-Cr = f, 

so erhalten wir durch Einsetzen der Werthe von u, v, u> ia die 
Differentialgleichungen (12.) § 121 
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aMm^ = AD + {cq^ + ftr«) M - cpqN — hrpP 

6 Nc3^ = BD — cpqM + (at^ + cf)N - aqrF (2.) 

«Pß,2 = TD — IrpM - agrJVr+ (6/ + aq^)P. 

Aus diesen Gleichungen können wir ebenso wie in § 95 die Ver- 
hältnisse von Mj N, P bestimmen und eine cubische Gleichung zur 
Bestimmung von m^ erhalten. Wir finden also ebenfalls drei Wellen- 
paare , die sich mit verschiedenen Geschwindigkeiten fortpflanzen; 
für jede dieser Wellen sind M, N, P und damit die Richtung der 
Bewegung vollkommen bestimmt. 

Die drei Wurzeln der cubischen Gleichung leiten wir durch eine 
indirecte Betrachtung ab, indem wir die erste Gleichung (2.) mit p, 
die zweite mit q, die dritte mit r multipliciren und darauf alle drei 
addiren; hierdurch wird 

6[Mp + Nq + Pr}ö^ = {p^ + ffB + rr)D 

oder D[e(o^-{pA + qB + rr)] =0. (3.) 

Diese Gleichung ergiebt sofort, dass eine Wurzel der cubischen 

Gleichung 

s(o* =2)A + qB •{- rf 

ist oder vermöge der Bedeutung von A, B, f 

£ß}« = Äp^ + Bq^ + Cr« + 2A,qr + 2B,rp + 2C,2>g. (4.) 

Setzt man diesen Werth in die Glchg. (2.), um durch Bestim- 
mung von Mf N, P die Richtung der Bewegung in der Welle zu 
finden, so ergiebt sich kein ganz einfaches Gesetz. Es zeigt sieb, 
dass im Allgemeinen die Richtung der Bewegung nicht senkrecht 
gegen die Wellenebene steht. Streng genommen ist die Welle also 
keine longitudinale; sie ist aber eine solche, dass A nicht verschwindet, 
dass sie also mit Verdünnung oder Verdichtung verknüpft ist; in 
diesem Sinne kann man sie eine longitudinale nennen^). 

1) Damit die Welle im strengen Sinn longitadinal sei, ist erforderlich, dass 
J. =. JB = 0, -äi = Bi s= Ci =. 

sei; denn wenn 

M^p, N^q, P^fy also2>=l 

sein soll, muss nach den Gleichungen (2.) 

p" q^ r 
sein, woraus nach (1.) obige Bedingungen folgen. 
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§ 123. Transversale Wellen. Presnel's Gesetze. 

Hat (D nicht den durch die Gleichung (4.) bestimmten Werth, 
so kann die Glchg. (3.) nur bestehen, wenn 

J9 = 

ist. Dieses benutzen wir zur Auffindung der beiden andern Wurzeln 
der cubischen Gleichung. Führen wir diese Bedingung in die Glchg. (2.) 
ein, so werden dieselben 

= (eq^ + br^ — sco^) M — cpqN — hrpP 

cpqM + (cp^ + ar^ — 6(d«) N — aprP (1.) 

= — lrpM-'aqrN+ ()>p'+aq^ - £ü}*)P. 

Hieraas folgt die cubische Gleichung 

= {cq^ + hr^ — «o*) (cp* + <^^ "" *^*) Q>P^ + ^2* ~ *^*) 

— {aqrf {c^ + hr^ — em^) — {pp^f {ar^ + cp^ — sm^) 

— (cpqyibp^-^ aq^— sa^) — 2ahcp^g^f^ 

oder durch Auflosen der drei Factoren des ersten Gliedes 

aa>« { .«CD* - [p\b + c) + q\a + c) + r\a + 6)] aco« 

+ bcp^ + acg« + a6r*} = 0. 

Die Wurzel co = dieser Gleichung hat keine physikalische Be- 
deutung, da sie eine Welle gäbe, die sich nicht fortpflanzt, d. h. keine 
Welle. Es bleibt also eine quadratische Gleichung, welche in ge- 
läufigerer Form lautet: 

p!_ + _fl_ + _rl_. (3.) 

Diese Formel ist uns bereits bekannt (§§ 111 und 117). Sie ist 
^ keine andere, als diejenige, welche sich aus der Fresnerschen Con- 
struction mittelst der Elasticitätsoberfläche ergiebt Demnach ist die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit einer der beiden transversEden Wellen 
ausgedrückt durch den grössten oder kleinsten Radius des der Wellen- 
ebene angehörigen Ovalschnitts der Elasticitätsoberfläche. 

Aus unserer Voraussetzung der Existenz transversaler Wellen mit 
geradlinigen Schwingungen folgt also nicht die Möglichkeit des 
FresneTschen Gesetzes, sondern es folgt dieses Gesetz als das 
einzig mögliche in aller Strenge, und deshalb auch als das all- 
gemeine für jeden Fall, wo transversale Wellen mit gerad- 
linigen Schwingungen auftreten; seine Gültigkeit ist also nicht an 
die Bedingung gebunden, dass das Medium durch drei rechtwinklige 
Ebenen symmetrisch theilbar sei. Dieses Resultat hat etwas Auf- 
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fallendes unJ üeberraschendes. Der lange gehegte Zweifel; ob das 
FresneTsche Gesetz auch für unsymmetrische Kry stalle seine volle 
Gültigkeit behalte, muss auf Grund dieser Untersuchung aufgegeben 
werden, da wir jetzt wissen, dass es allgemein gelten muss, wenn 
nur geradlinige Polarisation vorhanden ist. 

Es bleibt noch zu untersuchen, ob unsere Resultate auch hin- 
sichtlich der Lage der Polarisationsebene in Uebereinstimmung mit 
den FresneTschen Gesetzen sind, nach welchen bekanntlich die 
Richtung der Bewegung zusammenfallen soll mit der Richtung der- 
jenigen Ovalaxe, deren Länge die Fortpflanzungsgeschwindigkeit angiebt. 

Wir suchen M, N, P für den Fall, dass co gleich einer der 
beiden Wurzeln a^ und (o^ der quadratischen Gleichung (2.) oder (3.) 
ist. Diese Werthe erf&Uen die Gleichungen 

a((D,« + 0,,«) = (6 + c)p' + (a + c)q' + (a + 6)r«. 
Multipliciren wir die erste Gleichung (1.) 

(cg* + 6r» - 6to^)M~p icqN+ brP) 

mit a und addiren dazu die identische Gleichung 

bcp^M=^ bcp^M, 
so erhalten wir 

{bcp^ + acq^ + abr^ — a8a}*)M = pQ, 

worin zur Abkürzung 

Q =- bcpM'\- acqN + abrP 

gesetzt wurde. Durch Benutzung der ersten Gleichung (4.) wird diese 

Formel 

(«^Oi^Og* — aBa}^)M =pQ, 

ebenso ist {a^m^oi^ — baojI'^N = qQ 

(«V'fl»«*— c«o*) P = rQ. 

Setzen wir hierin o = co^, so finden wir, dass die Richtung der Be- 
wegung in derjenigen Welle, welche sich mit der Geschwindigkeit o^ 
fortpflanzt, durch die Cosinus 


(t<D,' — 6)e<», ' ' 


p = «-ft 
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bestimmt wird. Bilden wir mit diesen Werthen die Gleichung 

SO erhalten wir zur Bestimmung von Q^ 

wenn, wie in § 112, zur Abkürzung 

gesetzt wird. Für die gesuchten Cosinus der Winkel, welche die 
Schwingungsrichtung in der mit der Geschwindigkeit to, fortschreiten- 
den Welle mit den Goordinatenaxen bildet, ergeben sich also die 
Werlhe 

welche vollständig mit denjenigen übereinstimmen, welche Fresnel's 
Gonstructionsverfahren für die Richtungscosinus der zweiten Axe w^ 
des Ovalschnittes liefert. 

Nach dieser Theorie gelangen wir abermals zu dem Ergebniss, 
dass die Grösse der Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Welle durch 
die Länge der einen Ovalaxe, die Schwingungsrichtung in derselben 
Welle durch die Lage der anderen Ovalaxe der Fr esnel 'sehen Ober- 
fläche gegeben wird. Das ist nicht das angeführte Gesetz FresneFs. 
Wir sind aber in vollkommener üebereinstimmung mit der 
Erfahrung, wenn wir seine Definition der Polarisations- 
ebene umkehren und darunter diejenige Ebene verstehen, 
in welcher die Bewegung stattfindet, nicht die darauf senk- 
rechte. 

Wir bemerken dabei, dass diese von Fresnel abweichende Defi- 
nition der Polarisationsebene, welche im Jahre 1832 vom Verfasser 
aufgestellt wurde und seitdem als die Neumann'sche Definition jener 
Ebene bezeichnet wird, ebenso allgemein aus den der Theorie 
zu Grunde gelegten Principien der Existenz transversaler 
geradlinig polarisirter Wellen folgt, wie der erste Theil 
des FresneTschen Gesetzes, welcher die Grosse der Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit betrifft 

Aus Lamers Theorie ergeben sich somit wiederum die Gresetze 
Fresnel's vollständig und in aller Strenge, wenn wir Neumann's 
Festsetzung der Lage der Polarisationsebene annehmen. 
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§ 124. Bedingung der Incompressibilitttt. 

unsere Betrachtung hat wieder zu drei Wellen geftihrt, zu zwei 
transversalen und einer longitudinalen. Fügen wir zu den drei in 
§ 120 eingeführten Hypothesen noch die vierte hinzu, das Medium 
sei incompressibely so können wir dies unmittelbar in die Gleichungen 
einfuhren, indem wir zu jeder Gleichung (12.) § 121 rechter Hand 
als Componente des hydrostatischen Drucks den negativen Differen- 
tialquotienten des Drucks X nach der entsprechenden Coordinate hin- 
zufügen, dabei aber die weitere Bedingung berücksichtigen, dass die 

Dilatation 

A du . dv . dw ^ 

ox * oy ' dz 
ist Dann werden jene Differentialgleichungen 

a»tt ^ d_ idu^ _ ^\ _ r l_/^_w _ awx ax 

at* dy \dy dx) dz\dx dz) dx 

c^v _d_ i dv __ dw \ d (du dv \ dl^ x« x 

^'W^^Jz \W ■" J^) ~ ^ ä^ \ä7 ^J dy ^ ^^ 

d*to , d_ (dto ^__ du \ d idv ^wX dl_ 

^ 'W ~ 'dx \d^ *" 'dz) ~ ^ dy Vdz Ty) ~ W ' 

Diese Gleichungen stimmen vollständig mit denen ((3.) § 114) überein, 
auf welche Carl Neumann 's Theorie führte. Nur hat die Grosse A 
eine etwas andere Bedeutung. Wir erreichen durch diese Äenderung 
der Lame 'sehen Theorie, dass nicht die dritte, longitudinale Welle, 
welche durch die Beobachtung nicht nachgewiesen ist, auftritt, sondern 
es bleiben nur zwei reine Lichtwellen, welche in jeder Hinsicht den 
durch die Erfahrung gelieferten Gesetzen entsprechen. 

§ 125. Verschiedene Azensysteme eines krystalliniscben 

Mediums. 

Wir kommen zurück auf die Wichtigkeit des in § 121 gefundenen 
Resultats, dass in einem Erystalle zwei, im Allgemeinen verschiedene 
Axensysteme liegen, von denen das eine die Gesetze der longitudi- 
nalen, das andere die der transversalen Wellen bestimmt. Die physi- 
kalischen Eigenschaften eines Krystalls können also nach verschie- 
denen Systemen rechtwinsliger Ebenen symmetrisch vertheilt sein. 
Diese verschiedenen Azensysteme brauchen nur dann zusammenzufallen, 
wenn die Substanz durch drei rechtwinklige Ebenen symmetrisch 
theilbar ist. Dieses scheint durch die Erfahrung allgemein bestätigt 
zu werden, da kein derartiges Medium bekannt ist, in welchem z. B. 
die optischen Elasticitatsazen eine andere Lage hätten, als die 
sonstigen Symmetrieaxen. 
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Ist jene symmetrische Theilung der Erystallstructur nicht vor- 
handen^ so wäre es nach der Theorie nicht unmöglich^ dass auch in 
diesem Falle die verschiedenen Axensysteme zusammenfallen. Doch 
scheint dieses in Widerspruch zu stehen mit der Erfahrung, welche 
sich hauptsächlich auf das optische Axensystem und das Axen- 
system der grossten uud der kleinsten Ausdehnung durch die Wärme 
bezieht, welch letzteres wir als System der thermischen Axen 
bezeichnen. Freilich hat der Verfasser durch Beobachtungen an 
Gypskry stallen gefunden^), dass bei diesem Stoffe die optischen und 
die thermischen Axen so nahe zusammenfallen, dass eine Abweichung 
nicht messbar war, doch kann dieses Zusammentreffen nur an- 
näherungsweise stattfinden, wie aus einer späteren Beobachtung des 
Verfassers*) hervorgeht. Bei einer genaueren Untersuchung der von 
Mitscherlich entdeckten Thatsache, dass die optischen Axen «eines 
zweiaxigen Krystalls ihre Lage gegen einander bei Erwärmung oder 
Abkühlung verändern, bemerkte der Verfasser, dass die beiden Axen 
sich mit ungleicher Geschwindigkeit bewegen, und machte damit die 
Entdeckung, dass nicht bloss die beiden Richtungen einfacher Licht- 
brechung, sondern auch das rechtwinklige Axensystem, von welchem 
die optiischen Eigenschaften abhängen, eine mit der Temperatur ver- 
änderliche Lage im Krystall hat. Hieraus folgt, dass die optischen 
Elasticitätsaxen nicht bei jeder Temperatur mit den thermischen zu- 
sammenfallen können. Es giebt also in der That in derartigen Kry- 
stallen zwei Axensysteme verschiedener Richtung. 

Wenn wir andere physikalische Erscheinungen mit in den Kreis 
unserer Betrachtung ziehen, so fragt es sich, ob auch diese sich auf 
eins jener beiden Axensysteme beziehen. Flacker^) hat die schöne 
und wichtige Entdeckung gemacht, dass die diamagnetischeu Er- 
scheinungen an Krystallen von demselben Axensystem 
abhängen, wie die optischen, so dass man aus der magnetischen 
Wirkung auf einen Krystall auf die Lage seiner optischen Axen 
schliessen kann, z. B. bestimmen, ob der Krystall ein ein- oder ein 
zweiaxiger ist. Doch fallen andere Axensysteme mit den genannten 
nicht zusammen, wie z. B. nach Angström 's*) Beobachtung die 


1) F. Neamann, Poggendorff's Annalen, Band 27, S. 240. 1833. 

2) F. Neu mann, Poggendorii's Annalcn Bd. 35, S. 81 u. 203. 1835. 

3) Plücker, Pogg. Ann. Bd. 72 u. folgende Bde. P lacke r und Beer, 
I3d. 81 u. 82. 

4) Angström, Pogg Ann. Bd. 86, S. 206, 1852. Sdnarmont, Pogg. Ann. 
Bd. 73, 74, 75. 
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Hauptaxen der Wärmeleitungsfähigkeit oder die Richtungen 
des Maximums und Minimums der Fortpflanzungsgeschwindigkeit der 
Wärme ^ die ebenfalls auf einander rechtwinklig stehen. Aehnlich 
verhält es sich mit der verschiedenen Leitungsfähigkeit für 
Elektricität^), mit der Vertheilung der Härte*), der Stärke der 
Verwitterung*), welche sich alle auf verschieden gelegene Axen- 
systeme beziehen; und endlich können auch die krystallographischen 
Axen selber eine von allen diesen abweichende Lage im Krystall 
haben. Bei dieser Verwickelung der Verhältnisse erscheint es als 
das Wahrscheinlichste, dass die veränderliche Lage aller dieser Axen- 
systeme von einem anderen festen Axensystem abhängt, falls nicht 
schon eins der genannten jenes vermuthete feste ist. 

^ 126. Ueber die Aenderung der optischen Axen mit der 

Temperatur. 

Dass die im Vorstehenden erwähnte Aenderung der Richtung der 
optischen Hauptaxen mit der Temperatur auch vom Standpunkte 
unserer Theorie zu erwarten stand, lehrt folgende Betrachtung, 
welcher wir die Annahme zu Grunde legen, dass die Lame 'sehen 
Formeln (§ 120) nicht nur für die Bewegungen des Lichtäthers in 
Erystallen gelten, sondern dass auch für die elastischen Form Ver- 
änderungen der Erystallsubstanz selber Gleichungen von derselben 
Gestalt massgebend sind. 

Unter dieser Voraussetzung behandeln wir noch einmal die schon 
in § 85 nach anderen Formeln gelöste Aufgabe, die Zusammen- 
drückung eines Erystalls durch einen gleichmässig auf seine Ober- 
fläche wirkenden Druck zu berechnen. Wenn wir in die Glei- 
chungen (2.) § 85 die Lame'schen Werthe der Druckcoraponenten 
aus den Formeln (8.) § 120 einführen, so erhalten wir folgende Be- 
dingungen 

-D = BA-2a^-2c^ = i5.A + 6 (g + U) 
-D==C£.-2b^~2a^ = (7.A + .(|J + |:), 


1) G. Wiedemann, Pogg. Ann. Bd. 76 und 77. S^narmont, Ann. Cbim. 
t. 28. 1850. 

2) Seebeck, Frankenheiin, Franz u. A. 

3) Pape, Pogg. Ann. Bd. 124, 125, 133, 135. 
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in welchen die Goordinatea und Verrückungen auf diejenigen Rich- 
tungen, für welche die Constanten a, ß, y verschwinden, also auf die 
optischen Hanptazen bezogen sind. Diesen Bedingungen genügen wir 
durch die linearen Functionen 

u = H^x -f- \y + \z 

w^hzX'{-\y + H^is, 
in welchen die Coefficienten durch die Gleichungen 

A— TT MTT J-TT q«-f 6« -f c»-2a&-2 6c-2ca ^ 

^~^^'^'^^'^^^~aA{b+c-a) + bB(c+a-b) + cC{a+b-c)-Aabc' 

jj b + c~-a j^ . Bb -\- Cc — -^.a ^ 

rr C + ö — 67-1 , Cc-^-Äa — Bbj. 

* 4ca ' 4ca ' 

JJ « + 6 — ^7^ , Äa -\- Bb — Cc ^ 
^^ Ub—^+ Üb ^' 

Äi = — 4- — A, h^ 4- f A, \ l ^ A 

1 2a' * 26' ^ 2c 

bestimmt sind. 

Aus der Bemerkung, dass A|, h^, h^ im Allgemeinen nicht rar- 
schwinden, folgt, dass die Axen des durch u, v, %o bestimmten Dila- 
tationsellipsoides nicht mit den Goordinatenazen, d. h. nicht mit dem 
optischen Axensystem zusammenzufallen brauchen. Nun sind aber 
die Axen des Dilatationsellipsoides die einzigen Linien, welche bei 
der Dilatation ihre Lage nicht ändern. Daraus geht hervor, dass 
durch einen allseitigen Druck auf die Oberfläche eines 
Erystalls die optischen Hauptaxen desselben und also 
auch die optischen Farbenaxen ihre Lage andern werden. 

Da eine Temperaturänderung denselben Effect hat, wie ein con- 
stanter auf die Oberfläche ausgeübter Druck, so folgt, dass dasselbe 
für eine Temperaturänderung gilt. Die optischen Haupt- und 
Farbenaxen ändern also ihre Lage im Krystalle mit der 
Temperatur desselben. 


18= 


16. Cauchy's Erklärung der Farbenzerstreuung. 

§ 127, Begründung der Theorie. 

Es ist seit Newton, seit Euler sehr schwierig gewesen, die 
ungleiche Brechbarkeit der Lichtstrahlen verschiedener Farbe zu er- 
klären, also den Grund der Thatsache aufzufinden, dass die Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit von der Undulationsdauer nicht unabhängig 
ist. Auch unsere bislier aufgestellten Formeln geben keinerlei 
Rechenschaft von der Möglichkeit dieses Verhältnisses. Hieraus folgt 
mit Nothwendigkeit, dass wir in der ersten Herleitung der Gesetze 
der Wellenbewegung aus theoretischen Principien nicht alle Kräfte 
berücksichtigt haben, welche auf diese Bewegung von Einfluss sein 
können. ' 

Reflectirt man über den analytischen Grund, weshalb unsere 
Herleitung keinen Aufschluss über die Dispersion des Lichts ergab, 
auch nur einen Augenblick, so sieht man gleich, dass derselbe nur 
darin liegen kann, dass unsere allgemeinen Differentialgleichungen nur 
solche Glieder enthalten, welche aus zweiten Differentialquotienten 
bestehen. Integriren wir, indem wir statt der willkürlichen Functionen 

eine bestimmte, die für das Licht gebräuchliche (§ 104) 

einsetzen, so erhalten wir auf der linken Seite als Factor das rcci- 
proke Quadrat der Schwingungszeit T, auf der rechten dagegen das 
reciproke Quadrat der Wellenlänge L Berücksichtigen wir dazu die 
Relation 

in welcher (o die Fortpflanzungsgeschwindigkeit ist, so verschwindet 
die Schwingungsdauer T aus der Formel. Wir können also keine 
Werthe von cd erhalten, welche von T oder von der Undulations- 
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länge abhängeD; sondern nur, wie es in der That der Fall war, con- 
stante Werthe. So würde es sich aber nicht mehr verhalten , wenn 
in den Gleichungen auch höhere Differentialquotienten als die zweiten 
vorkämen. 

Der Grundgedanke der von Cauchy^) versuchten Erklärung der 
Farbenzerstreuung beruht nun auf der Bemerkung, dass in der all- 
gemeinen Theorie Reihenentwicklungen ausgeführt wurden ; von 
welchen wir nur die ersten Glieder beibehielten. Dieses gilt besonders 
von den in den Gleichungen (1.) § 23 enthaltenen Entwicklungen der 
relativen Verrückungen zweier benachbarten Theilchen; wir be- 
schränkten diese Reihen auf die ersten Glieder, indem wir die höheren 
Potenzen der relativen Coordinaten yemachlässigten. Dieses Ver- 
fahren kann, wenn es sich um Anwendung auf Lichtwellen handelt, 
Bedenken erregen; denn bei der Kleinheit der Wellenlänge erscheint 
es trotzdem, dass die Verrückungen t«, v, tc selber sehr klein sein mögen, 
dennoch leicht möglich, dass die in jenen Entwicklungen vorkommen- 
den Differentialquotienten der Verrückungen nach den Coordinaten 
nicht unerhebliche Werthe annehmen, da die Functionen u, v, w ihre 
Grosse so rasch ändern, dass sie auf der kleinen Strecke einer Wellen- 
länge ihr Vorzeichen wechseln. Andrerseits ist es nicht unwahr- 
scheinlich, dass die Berücksichtigung der vernachlässigten kleinen 
Grössen völlig ausreicht, um die ebenfalls geringen Unterschiede in 
den Fortpflanzungsgeschwindigkeiten der verschiedenen Farben zu 
erklären. 

Wir nehmen also statt der abgekürzten Reihen (1.) § 23 die 
vollständige Entwicklung, wie sie bereits in den Formeln (3.) § 34 
augegeben wurde, und setzen in denselben 

M = ilf sin i-Y — 4") 2n 

t; = JV' sin (4- - y) 2« (1.) 

= P sin \Y — -j) 2ä, 

wo T und A Undulationszeit und Wellenlänge, Jkf, N^ P unbestimmte 
Constanteu bedeuten, während 

s = |}aj + gy + *'*' 
die Normale der Wellenebene darstellt. Dann erhalten wir für die 


w 


1) Nouveaux exercicee de mathdmatiqaes. Prague 1835. 36. Aach nnter 
dem Titel: Memoire 8ür la diopersion de la lami^re. 
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relativen Verrückungen zweier durch die relativen Coordinaten a, 6, c 
auf einander bezogener Stellen folgende Ausdrücke 

Ati = ~jlf |(öiCOs(y --- y)2ä--- — ajj5 8in(-^ — y)2äH } 

At;= — J^|gIiCos(^ — -|^)2ä— — Ogsin ( ^, f)2«H } 

A«;= — P I «1 COS {-jr— 1)2jc— -^^ «^j sin (^- — yj^^r H } , 

in welchen zur Abkürzung 

rt pa + ab 4- rc 
(Ol == 2« ^^ — X 

. 2 p'a" + </^&' + r'c* + 2|?ga& -f 2gr6c + 2rpcci 


gesetzt ist. Wenn wir hierin die zweiten und höheren Potenzen der 
Verhältnisse, in welchen die Molekularabstände a, hj c zu der Wellen- 
länge k stehen^ nicht mehr vernachlässigen, thun wir nichts Anderes^ 
als dass wir uns die für das Licht wohl mögliche Vorstellung bilden, 
dass die Wirkuugsweite der Molekeln auf einander im Verhältniss 
zur Wellenlänge nicht verschwindend klein sei. 

Dabei nehmen wir aber immer noch an, dass Ati, Av, ^w so 
klein sind, dass die Quadrate dieser Grossen gegen ihre ersten Po- 
tenzen zu vernachlässigen sind. Das aber ist unzweifelhaft gestattet, 
wenn die Amplituden M, N, P der Schwingungen so klein sind, dass 
wir ihre Quadrate vernachlässigen können. Daraus folgt, dass wir 
für die durch Formel (2.) § 23 bestimmte ^^nderung der Ent- 
fernung Q zweier Nachbartheilchen noch wie früher 

y. a^u -f- &Av + cA«7 

9 ^ 

setzen dürfen, sowie dass wir auch von A(> nur die erste Potenz zu 
berücksichtigen brauchen. Hieraus entsteht der grosse Vortheil, dass 
unsere Gleichungen linear bleiben. 

§ 128. Bildung der Differentialgleichungen. 

Zwei Theilchen m und m'y deren Entfernung von einander q 
und deren relative Coordinaten a, b, c sind, mögen eine Kraft auf 
einander ausüben, deren Componenten wir durch 

mm' j f(Q) , mm' j flg) , mm' j f{Q) 
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bezeichnen, indem wir unter f^g) eine nur von q abhängende Function 
verstehen. Der Zustand der Ruhe und des Gleichgewichts ist da« 
durch bestimmt, dass die Summe aller auf ein Theilchen m' ausge- 
übten Wirkungen verschwindet, dass also 

= m'^m j f(Q) 
= m'^m j f(Q) 

ist, wenn die Summirung über alle einwirkenden Theilchen m aus- 
gedehnt wird, so dass die Grossen a, b, c in den Grenzen — oo und 
+ oo varüren. 

Erleidet nun m eine Verschiebung um die Grössen Ati, Av, Ate; 
gegen m', so wird die Summe der Componenten nach der Richtung 
der ersten Coordinate 


^-'»'2'-^/-(«'+^p)> 


wofür wir unter Rücksicht auf vorstehende Gleichungen und bei Ver- 
nachlässigung der Glieder höherer Ordnung auch 

X = m'^m I ^^ f(Q) -f j Agi^iQ) ] 
schreiben können, wenn 

gesetzt wird, und ähnlich die beiden andern Componenten. Ersetzen 
wir A^ nach einer im vorigen § angegebenen Formel durch die Com- 
ponenten der relativen Verschiebung, so wird 

Daraus folgt, dass die Differentialgleichungen, welche die Be- 
wegung eines beliebigen Theilchens m' bestimmen, die Form 


T-2mj^^U{9)Au+{^f(g)+^^,i.{Q))£^v+^^ (1.) 


dt 




^[l^ H9)^^ + Y^(9)^^+ {jfi9)+ ^' Hq))^^^ 
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annehmen. Unsere Aufgabe, die Gesetze der Bewegung zu ermitteln, 
wird also darauf hinauskommen, dass wir diese Gleichungen integriren, 
entweder unmittelbar in der vorliegenden Form gemischter Dififerenzea- 
und Differentialgleichungen, oder nachdem wir sie* durch Reihen- 
entwicklung auf die gewöhnliche Gestalt partieller Differential- 
gleichungen gebracht haben werden. 

§ 129. Angenäherte Form der Differentialgleichungen. 

Wir schlagen zunächst den letzteren Weg ein, um auf einfache 
Weise zu einer hinlänglich angenäherten Auflösung für den Fall 
unkrystallinischer Körper zu gelangen. Wir setzen also die Werthe 
von Au, AVf Aw ein und zwar in der Gestalt einer bis zur vierten 
Potenz von q fortgeführten Reihenentwicklung, welche wir dadurch 
erhalten, dass wir a, hy c nach den Formeln 

a = (> cos a, 6 = 9 cos /3, c = p cos y 

durch die Winkel er, /3, y ausdrücken, welche q mit den Coordinaten- 
axen bildet. • So erhalten wir Reihen von der Form 


A 1 ^** X du a \ ^^ \ 


+ -TTT «" \-s^ cos'« + ■ . . + 3 g^g- cos«« cos/J + • • • 

, 1 4 / ^*t* 4 1 14 ^*W 3 D I 

+ Q^^.<^os'^coB'ß + '-'+12jJ^coB'acosßcosy+'-^ 

und, wenn wir diese in die Differentialgleichungen einführen, so er- 
scheinen -Summen, welche (>, cos a, cos /3, cosy als veränderliche 
Grössen enthalten. Da diese Summen über alle Entfernungen und 
über alle Richtungen auszuführen sind, so verschwinden alle die- 
jenigen unter ihnen, welche ungerade Potenzen der Cosinus enthalten. 
Für die übrig bleibenden führen wir folgende Bezeichnung ein: 


§ 129. Annäherang. 281 

i .2 Ai «= ^, mQf(Q) cos* a 
1 . 2 . 3 . 4 ^2 =^tnQ^f(Q) cos^ a 
1 .2 Bi =^j w^Xp) cos* a 

1 . 2 . 3 . 4 5g =^ w^*^(p) cos® a 

und; da wir das Medium als unkrystallinisch voraussetzen, so setzen 
ivir für die entsprechenden Summen über die Potenzen von cos /3 und 
cos y dieselben Zeichen. Auf diese vier Summen lassen sich alle 
übrigen durch dasselbe Verfahren, wie es in § 35 angewandt wurde, 
ssurückfiihren. 

Beziehen wir z. B. die durch Ä^ dargestellte Summe auf ein 
durch Drehung um die dritte Goordinatenaxe gedrehtes Coordinaten- 
System, indem wir 

cos a'= a cos a + 6 cos ß 
a« + b« = 1 
setzen, so finden wir für ein unkrystallinisches Medium 

^mQ'f{Q) cos* « = (a* + h')^mQ^f{Q) cos*« 

+ 6 g^t* ^, mQ^f(Q) cos* a cos* ß 

und, weil 

Q* + b* = 1 - 2a*b* 
ist, 

3 ^, wpY((>) cos*a cos*/J =^ mQ^f(Q) cos* a = 1 . 2 . 3 . 4 ^g. 
Ebenso ergiebt sich 

3^wg*^ (q) cos* a cos* ß = l ,2 B^. 
Wenn wir ferner in derselben Weise umgestalten 

^, w9*^(p)cos*a'=(a®+b^^ »wp*^(^) cos® a 

+ 15 (a*b* + a*b*)2'^P*^(p) cos* « cos* /3, 
80 finden wir 

5^mQ*t{9) cos* a cos* /J = 1 . 2 . 3 . 4 5,. 
Setzen wir endlich 

cos a'= a cos a -{-i cos /S + C cos y 
a* + b* + c*= 1, 
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so erhalten wir uuter VerwerthuDg der zuletzt gefuiideuen Formel 

15^, mQ^il;(ff) cos* a cos* ß cos* y = 1 . 2 . 3 . 4 JS^ . 

Äehuliche Beziehungen Hessen sich für die fortgelassenen Glieder 
höherer Ordnung leicht aufstellen. 

Hiernach nehmen, wenn wir zur Abkürzung 

X du t ^^ \ ^^ 

dx ^ dy "^ dz 

B'u = D{Du) 

setzen, die Differentialgleichungen (1.) § 128 folgende übersichtliche 
Form an 

welche noch weiter dadurch vereinfacht worden ist, das» 

^1 + i -B. ■= *i ^ -Bi = Ai 

gesetzt wurde. 

§ 130. Integration der angenäherten Gleichungen. 

um nun diese Differentialgleichungen zu integriren, setzen wir 
die in den Gleichungen ' (1.) § 127 angenommenen Werthe der 
Grossen u, t;, w, welche einer geradlinig polarisirten ebenen Licht- 
welle entsprechen, ein und finden, dass folgende Bedingungen 

(¥)'p-{»,-*.(¥)')(¥)V«+^.-*.ft")l{¥)'' 

erfüllt werden müssen, in welchen zur Abkürzung 
gesetzt worden ist. 


fo'' 
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Die Form dieser GleichuDgen^ welche^ wie die froher behandelten, 
in Bezag auf die Amplituden M, N, P, sowie auf das Quadrat der 
Fortpflanzungßgeschwindigkeit 

linear sind, lässt sofort erkennen, dass wir nach Elimination der 
Verhältnisse von M, Ny P eine für co^ cubische Gleichung erhalten. 
Doch lässt sich dieselbe in zwei Factoren zerlegen, von denen der 
eine ein Quadrat ist. 

Multipliciren wir nämlich die drei Gleichungen mit p, q, r und 
addiren sie, so finden wir 

ö = Ift') - ((*' + *') - c^ + *,) (¥/) Cx-)1 <^- 

Eine Wurzel jener cubischeu Gleichung ist also 

=. A. + fti - (Ä, + h,) (\"y, (2.) 

während die beiden anderen der Gleichung 

O^Q^pM+qN+rP (3.) 

genügen müssen. 

Für die erstere Welle liefern die Gleichungen (1.) 

MNP 

p q r ' 

die Bewegung geschieht also in der Richtung von 5, die Welle ist 
longitudinal. Die beiden anderen sind wegen der Gleichung (3.) 
transversal; setzen wir in den Gleichungen (1.) ^ ss 0, so ergeben 
alle drei übereinstimmend 

(¥)■- [k-k (¥)i m. (4.) 

während M, N, P unbestimmt bleiben. Die Bewegungsrichtung wird 
also nicht weiter bestimmt, als dass sie in der Wellenebene liegt 

§ 131. Gesetz der Farbenzerstreuung. 
Die Formel (4.) bestimmt, wenn wir ihr die Gestalt 

a* = *i - *2 (x ) 

geben, die Fortpflanzungsgeschwindigkeit <o als Function der Wellen- 
länge A. Jedoch ist diese Form wenig geeignet, das Gesetz zu er- 
läutern, nach welchem das Brechungsverhältniss von der Farbe ab- 
hängt; denn A bedeutet nicht denjenigen Werth der Wellenlänge, welcher 
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dem betrachteten farbigen Licht im leeren Räume oder in der Luft 
angehört, sondern die Wellenlänge in dem Medium^ dessen Brechungs- 
gesetz wir suchen; k ist also ebenso unbekannt wie gj. 

Dagegen ist die Undulationszeit T, weil sie für eine und die- 
selbe Farbe in allen Medien denselben Werth besitzt, eine die Farbe 
bestimmende bekannte Grosse. Wir haben also die Gleichung (4.) 
§ 130 nach der Unbekannten k aufzulösen, wodurch wir 

erhalten, so dass nun 

1 

als Function von T gegeben ist. 

Die gefundene Formel scheint zwei verschiedene Werthe *) von ta 
für einerlei Farbe zu geben, im Widerspruch mit der Thatsache, dass^ 
doppelte Brechung in unkrystallinischen Medien nicht vorkommt. 
Demnach kann nur eins der beiden Vorzeichen vor der Quadrat- 
wurzel richtig sein, und zwar das untere; denn, wenn wir das neu 
hinzugefügte Glied fortlassen, also ä:^ = setzen, so können A und o 
nicht = werden, sondern cd* muss den früheren Werth Äj an-^ 
nehmen. Wir setzen also 

Das Auftreten der zweiten verworfenen Wurzel kann nur da- 
durch veranlasst worden sein, dass wir mit Gleichungen rechnen, 
für welche wir nur angenäherte Richtigkeit beanspruchen können. 
Bei strenger Rechnung hätten wir eine unendliche Reihe erhalten; 
demnach wäre l nicht aus einer algebraischen, sondern aus einer 
transcendenten Gleichung, welche möglicher Weise nur eine einzige 
Wurzel von endlichem Werthe liefert, zu bestimmen gewesen. 

Auffallend ist an der Formel noch, dass sie für A complex- 
imaginäre Werthe liefern kann, entweder für jeden Werth von T 
oder wenigstens für die kleineren, also für das blaue Ende des 
Spectrums. Die Deutung dieses Verhaltens der Formeln würde zu 
dem Schlüsse führen, dass die Strahlen, wenigstens die blauen, nur 
bis zu einer geringen Tiefe eindringen können und bei grösserer 


1) Vergl. Christoffel, Monnateber. d. Berl. Akad. 1861. S. 906. Pogg. Ann 
Bd. 117. S. 27. 
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Tiefe verschwinden müssen. Die Cauchy'schen Formeln enthalten 
also möglicher Weise nicht nur die Erklärung der Farbenzerstreuung, 
sondern auch die der völligen oder theilweisen Undurchsichtigkeit. 

§ 132. Integration der vollständigen Gleichungen. 

Um das Gesetz der Farbenzerstreuung in völliger Strenge zu 
erhalten y müssen wir die Differentialgleichungen in ihrer Ursprung, 
liehen Form (1.) § 128, in welcher sie noch keine Vernachlässigung ent- 
halten^ integriren. In diesen Gleichungen bezeichnen die Grössen 
AK; Av, ^w die Unterschiede der Verrückungen an zwei benach- 
barten Stellen; es ist also, wenn wir für u, v, w die bisherigen 
Formeln (1.) § 127 beibehalten, z. B. 

Au = M Isin (^f — ^-^ — ) 2ä — sin (^ — -fjä^j , 

worin 

As = pa + g& -)- rc 

ist oder nach der in § 129 eingeführten Bezeichnung 

A« = (> {p cos a + g cos ß -\' r cos y ) = p cos d. 

Hierin bezeichnet d den Winkel, welchen die Verbindungslinie q der 
beiden betrachteten Nachbartheilchen mit der Richtung der Wellen- 
normale s bildet. Dadurch wird 

Ate = M [Tcos (j 2« cos d) — l) sin (y — y) 2ä 


— sin y-- 2% cos dj cos [^ — t) ^^ 1 


und ebenso Av und A^€;, wenn statt M nur N oder P geschrieben 
wird. Diese Werthe sind in die Differentialgleichungen (1.) § 128 einzu- 
setzen und die Constanten so zu bestimmen, dass die Gleichungen 
erfüllt werden; so ist die Integration damit ausgeführt. 

Um diese Rechnung zu vereinfachen, machen wir über die Natur 
des Mediums die Annahme, dass zwei von einem beliebigen Punkte 
in demselben nach entgegengesetzten Richtungen gezogene Radien 
immer in gleichen Entfernungen je zwei entsprechende Theilchen 
treffen. Diese Anordnung findet sich in unkrystallinischen Medien 
und ist auch in dem früher häufig betrachteten Falle verwirklicht, 
in welchem das Medium durch drei auf einander rechtwinklig stehende 
Ebenen symmetrisch theilbar ist. Unsere neue Voraussetzung ist 
aber allgemeiner als jene; sie ist auch dann erfüllt, wenn die 
Theilchen in den Ecken schiefwinkliger Parallelepipeden angeordnet 
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sind, uDd in ähnlichen Fällen. Es wird also noch keine Symmetrie 
in Bezug auf drei rechtwinklige Axen vorausgesetzt. 

In Folge dieser Annahme fallen aus den Summen (1.) § 128, 
wenn in dieselben die Werthe der Ati, Av, At«? eingesetzt werden, 
alle Glieder fort, welche den Factor 

sin (-|- 2« cos d) 

enthalten, da einem Theilchen, welchem die Werthe 

a, bf Cy Q cos S 
zukommen, ein anderes entspricht, für welches die Werthe 

— a, — 6, — c, — Q cos 


gelten. Für Medien dieser Art erhalten wir folglich Gleichungen 
von der Form 




Jlfc + JV93+Pa 


Mb + iV^Q + PS, 
wenn zur Abkürzung gesetzt wird 

« == ^m [~ f{Q) + ^{q) cos« a) (l - cos [2% -J- cos dfj 

83 = ^m ( J- f{fi) + ^((>) cos« ß) (1 — cos [2% \ cos *)) 

6 = ^m (| f{Q) + iI,{q) cos« y) (l - cos [27t { cos d)) 

a = ^ m ^{q) cos ß cos y ( 1 — cos (2ä y cos dj) 

b = ^ m ^(p) cos y cos a f 1 — cos \2x ^ cos dj) 

C = ^ w ^(9) cos a cos i8 (1 — cos (2» y cos dj j . 

Durch diese Gleichungen ist das Verhältniss von M, N, P zu 
einander, also die Schwingungsrichtung bestimmt und zugleich die 
Beziehung zwischen A und T durch eine in Bezug auf die letztere 
Grösse cubische Gleichung gegeben. 
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§ 133. Dispersion in einem nnkrystallinischen Medium. 

Um diese Beziehung und das in ihr liegende Dispersionsgesetz 
bequemer entwickeln zu können, beschränken wir die weitere Unter- 
suchung auf den Fall eines nnkrystallinischen Mediums, in welchem 

die Summen 

a=b=c=0 

werden. Legen wir femer das bisher willkürlich gelassene Coor- 
dinatensystem so, dass die Wellennormale s mit der Coordinatc x 
zusammenfallt, so dass 

P-1, 2 = 0, r = 

und d = a 

wird, so wird auch 85 = 6, und wir erhalten 

M (';)*= M%, N (^)'= Nfß , P (^)'= PS8 , 

wo gesetzt ist 

a = 2^m ( - f{Q) + tig) cos* a) (l — cos (2ä f cos a)) 

aS == ^m ( ^ f{Q) + i,{Q) cos* ß) (l - cos (2ä I cos «)) • 

Diesen Gleichungen kann auf zweifache Weise genügt werden, 

erstens indem wir 

N=0, P = 

und 


m- 


setzen. Diese Formeln bestimmen eine longitudinale Welle, deren 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit durch die letzte Gleichung gegeben ist. 
Zweitens werden die Gleichungen für eine transversale Welle, 
für welche 

ist, während N und P beliebig bleiben, ebenfalls vollständig be- 
friedigt, wenn Wellenlänge und Schwingungszeit der Beziehung ge- 
nügen: 

(V)'- 8- 

In beiden Fällen erhalten wir eine in Bezug auf l transcendente 
Gleichung, welche durch die Reihenentwicklung 
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1 — COS \2yc Y cos aj = y-^ \2jt y cos a) 

zur näherungsweiseu Auflosung gebracht werden kann. Führen wir 
die in § 129 gebrauchte Bezeichnung A^, B^, A^ u. s. w. für die 
vorkommenden Summen^ die wir für die höheren Glieder entsprechend 
fortsetzen^ hier wieder ein, so erhalten wir für die longitudinalc 
Welle die Reihe 

und für die transversale 

(^'- (^ + 1 ^.) {¥) - (^ + ^ B.) (V)*+ . . . 

Die letztere Formel, welche nach Cauchy's Ansicht die Er- 
klärung der Dispersion enthält, muss dazu verwandt werden, zunächst 
die nach der Schlussbemerkung des § 131 einzige endliche und reelle 
Wurzel k zu finden und aus dieser die Fortpflanzungsgeschwindigkeit 

im Medium 

l 

welche weiter das Brechungsverhältniss des Stoffes 

= -- = A 

CO X 

durch die Fortpflanzungsgeschwindigkeit Q und die Wellenlänge A 
im luftleeren Räume bestimmt. Wir erhalten diese gesuchten Grossen 
durch Umkohrung der Reihe in der Form 

(?)■-« C;)'+»ft')'+c^)+- 

vio a, h, c , . , Constante sind; und, weil 

Qr=A 
ist, ebenso, wenn a, /3, y . . . andere constante Factoren bedeuten, 

w' = « + jj, + -;^ H 

Wenn die hier vorkommenden Coefficienten, wie es bei allen 
durchsichtigen Körpern der Fall ist, positiv sind, so zeigt diese 
Schlussformel der Theorie Cauchy's, dass, je grosser die Undulations- 
länge A ist, um so kleiner das Brechungsverhältniss ist. Die Formel 
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bestätigt also die allen farblosen durchsichtigen Körpern gemeinsame 
Thätsache, dass das rothe Licht am schwächsten^ das violette am 
stärksten gebrochen wird. 

Gauchy hat auch seine Formel mit den Zahlenwerthen ver- 
glichen, welche wir Fraunhofer verdanken. Er fand; dass die drei 
ersten Glieder seiner unendlichen Reihe völlig genügen ^ um die 
Messungen genau wiederzugeben. Die Reihen convei^iren rasch 
genugy um sich als praktisch brauchbar zu erweisen. Trotzdem aber 
darf man aus diesem günstigen Erfolge nicht schliessen; dass auch 
die Grundlage der Theorie ebenso sicher der Wirklichkeit entspreche; 
denn dasselbe, was durch jene unendliche Reihe erreicht wurde, hätte 
wohl auch mittelst mancher anderen zweckmässig gewählten Inter« 
polationsformel geleistet werden können. 

Wir müssen sogar ein gewichtiges Bedenken gegen die Zu- 
lässigkeit des Cauchy'schen Erklärungsgrundes geltend machen. Die 
Farbenzerstreuung wird nur dann wahrgenommen, wenn das Licht 
sich in festen oder flüssigen Körpern bewegt, nicht aber, wenn es 
durch Gase oder durch den Weltraum hindurchtritt. Wenn aber 
nach Gauchy die Dispersion in dem Einflüsse der entfernteren Äether- 
theilchen ihre Ursache finden soll, so würde auch im leeren Räume 
diese Erscheinung eintreten. Dass sie hier fortfällt, ist nach dieser 
Theorie sicherlich schwer zu begreifen, wenn auch freilich nicht un- 
möglich zu deuten. 


Nenmaiin, ElMticit&t. 
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17. F. Neumann's Erklärung der Farbenzerstreuung. 

§ 134. Differentialgleichungen. 

Die vorstehend erwähnten Bedenken gegen die Theorie Cauchy's 
führten den Verfasser zu einem anderen Erklärungsgrunde fiir die 
Dispersion der Farben. Im Jahre 1841 stellte er die Ansicht auf*), 
dass diese Erscheinung ganz oder tbeilweise von den Wirkungen 
herrühre^ welche die schwingenden Theilchen des Lichtäthers von 
den ponderablen Atomen des durchsichtigen Stoffes erfahren. 

Verlässt ein Aethertheilchen den Ort seiner Gleichgewichtslage, 
so entstehen Kräfte, welche es an denselben zurücktreiben, nicht nur 
aus den Wirkungen der übrigen Aethertheilchen^ sondern auch aus 
der Einwirkung der in der Nähe befindlichen wägbaren Theilchen. 
Wie die Inseln in einem Meere das Fortschreiten der Fluthwellen 
beeinflussen^ so werden auch die ponderabeln Theilchen nicht ohne 
Einfluss auf die Wellenbewegungen des sie umfluthenden Lichtäthers 
bleiben. 

Wir berechnen, ähnlich wie früher die Wirkungen der Aether- 
theilchen auf einander, jetzt die Kräfte, welche von den ponderablen 
Theilchen herrühren, in der Absicht, die erhaltenen Werthe zu den 
früher aufgestellten Gleichungen, welche nur die ersteren Wirkungen 
enthalten, hinzuzufügen. Ein Aethertheilchen m, welches an der 


1) F. Neumann, die Gesetze der Doppelbrechung des Lichts u. s. w. 
Abhandl. der Akad. d. Wiss. zu Berlin aas d. J. 1841; 2. Theil Berlin 1843. 
Note zu Seite 28 — 32. 

Fast gleichzeitig entwickelte O'Brien in einer am 25. April 1842 vor der 
Cambridge philosophical society gelesenen Abhandlung (Transaciions VoL VIT, 
part. 3, p. 397) dieselbe Theorie. In neuerer Zeit ist die Neumann* sehe Hypo- 
these mehrfach in den Arheiten, welche sich mit der Erklärung der anomalen 
Dispersion heschäftigen, Terwerthet worden. Vgl. auch Briot, essais sar la 
th^orie math. de la lumiöre. Paris 1864, pag. 72. 

Anmerkung des Herausgebers. 
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Stelle X, ffy z die Yerrückangen Uy v, w erlitten hat, steht unter dem 
Einflüsse anderer Aethertheilchen, von welchen eines m sich um 
u\ V, w aus seiner Gleichgewichtslage a; + a, y + 6, xf + c entfernt 
hat, und der wägbaren Theilchen, von denen eines ÜR die Ver- 
rückungen U\ Y\ W aus seiner natürlichen Stellung a? + J., j/ + 5, 
0-^0 erlitten hat. Die Grosse dieser letzteren Verrückungen be- 
stimmen wir ebenso, wie wir früher w', Vy to durch w, v, w aus- 
gedrückt haben, durch die Componenten U, F, W der Verrückung, 
welche ein ponderables Theilchen an der Stelle x, y, is erlitten haben 
wurde. Indem wir aus denselben Gründen, wie früher u, v, w (§ 23), 
so jetzt auch C/, F, W als stetige Functionen von x, y, z einführen, 
erhalten wir 

U' - IT = Ö.U = A-^ß- + B ^ + C i^- 

öx ' öy * oz 

r -V ^ i^7 = aI- + B ^ + c 1-- 

ex * öy cz 

cx * oy * dz 
unter Vernachlässigung der höheren Potenzen. 

Der früheren Annahme entsprechend, dass die Wirkung zweier 
Aethertheilcheu auf einander eine Function 

mmf{Q) 

ihrer Entfernung q im natürlichen und q -\- Aq im Verrückungs- 
zustande sei, führen wir ferner die Voraussetisung ein, dass ein 
ponderables und ein Aethertheilcheu mit einer Kraft 

mmF(P) 

auf einander wirken, welche nur von der durch die Gleichung 

P« = -4« + JB^ + C« 

bestimmten Entfernung abhängt; im Zustande der Verrückung wird 

diese Kraft 

m2»-F(P + AP), 

wo die Aenderung AP der Entfernung bei Vernachlässigung der 
höheren Potenzen von A^ B^ durch die Formel 

P. AP = A{n — «0 + J?(F— v) + C(TF— «0 
gegeben wird. Ausserdem bezeichnen wir ebenso wie in § 128 

* 

Nach dieser Bezeichnung erhalten wir die Summe der auf das 

betrachtete Aetherthei leben wirkenden beschleunigenden Krüfte in der 

19* 
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folgenden, die Gleichungen (1.) § 128 der Theorie Oanchy's vervoll- 
ständigenden Form 

wo zur AbkQrzung 

^« = »» (t /"(p) + I« *(9)) *« = "» -^f 1('(9) 


«/s = »» (-^ /"(P) + y V» (p)) As = »» ^ *(«») 

und ebenso 

G, = I F(p) + ^; vcp) fl^, = -^f vcp) 

G, = I f;(P) + ^ V(P) H, = ^p^ V(P) 

G, = -i- f (P) + -^; V (P) Ä, = 4^ ^(P) 

gesetzt worden ist. 

Aus den Gleichungen (1.) können die Verrückungen u^ Vy w des 
Äethertheilchens bestimmt werden, sobald die Verröckungen IT, F, W 
des ponderabeln Theilchens bekannt oder durch andere Gleichungen be- 
stimmt sind. Hierzu dienen die Bewegungsgleichungen des Theilchens SK 

+ ^»« { <^,(« - ü) + i/,(» - F) + H.iw - IT)) 

r*? =2'{^»^^+9»^^+^i^^> (2.) 

+ 2"" {^»(" - f^) + ö,(t; - F) + fl^,(f4; - TF)} 

'*J--'2^^^^+ ^•^^+ 93^'n 

+ 2'»« {Ä«(« - fO + ^.(f - n + G,{w - W)\ , 
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in welchen 


Öi = 2ßj 


93 


= 2ßj 


f(r) + 7^S(t)) ^x = 2R|^g(r) 


9, = 2ß 11 f(r) + |r 5(r)) ^ = 2ß \l g(r) 


f(t) + ^5(r)) ^3 = aRyg(r) 


unter der Voraussetzung gesetzt ist, dass zwei ponderable Massen 
theilchen Wl in der Entfernung 

r=)/a» + B«+c* 
eine Kraft 

a»3»f(r) 

auf einander ausüben, wo f(r) eine Function der Entfernung ist, 
welche mit $(r) in der Beziehung steht, dass 

8« - ' ^ (^) ■ 

§ 135. Angenäherte Integration für ein unkrjstallinisches 

Medium. 

Die Integration der Gleichungen (1.) und (2.) führen wir nicht 
vollständig und streng durch, sondern wir begnügen uns mit einer 
Annäherung, indem wir von der Bewegung der ponderabeln Theilchen 
absehen. Wenn die Masse m eines Aethertheilchens gegen die 
Masse 9)1 eines ponderablen verschwindend klein, die Kraft 9){f(r) 
aber, mit welcher zwei ponderable Theilchen einander anziehen, sehr 
gross gegen die beschleunigende Kraft mF{P) ist, welche ein Aether- 
theilchen ausübt, so dürfen in den Gleichungen (2.) die letzten 
Glieder gegen die ersten vernachlässigt werden, und unter dieser 
Voraussetzung liefern die Gleichungen, dass die Verrückungen der 
ponderablen Theilchen 

[7=0, F=0, W=0 

gesetzt werden dürfen. 

Diese Werthe führen wir in die Gleichungen (1.) § 134 ein, und 
dabei machen wir die Annahme, dass das betrachtete Medium durch 
drei auf einander rechtwinklige Ebenen, welche wir zu Coordinaten- 
ebenen wählen, symmetrisch theilbar sei. Dann verschwinden die 
Summen 

^H,^0, ^H,^0, ^H,=^0, 

und wir erhalten die Gleichungen 
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dt* 

.dhv 

''dt'~ 


= -v^mG,-{-^[h,Au + g,Av + h,£iw] (1.) 

= - w^mG, + 2[h,Au + h,Av + g,Aw] , 

welche gegen die früheren wesentlich verändert sind, indem zu deu 
bekannten von den relativen VerrOckungen Ate, Av, Atv abhängigen 
Gliedern noch neue hinzugetreten sind, welche den absoluten Werthen 
u, V, w der Verrückungen der Aethertheilchen proportional sind. 

Nehmen wir noch weiter an, dass das Medium unkrystallinisch 
sei, so liefert die weitere Entwicklung, wenn wir uns auf die ersten 
Glieder beschränken, die Form der Gleichungen 

^=-Cv + lcDv+hlf (2.) 

Hier bezeichnet C eine neue Constante 

während k und A, sowie das Operationszeichen D die im vorigen 
Capitel (§ 129) eingeführte Bedeutung haben. 

Wenn wir diese Gleichungen durch dieselben particulareu 
Lösungen 

wie bisher, integriren, wo 

s =^ px -{' qy -\- rs 

ist, so finden wir zur Bestimmung der Constanten 

wenn wiederum 

Q^pM+qN+rP 

gesetzt wird. Hieraus folgt 
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wenn die Fortpflanzungsgeschwindigkeit, wie bisher, durch 

l 
® = jf • 

bezeichnet wird. 

£s ist also eine Welle möglich, deren Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit nach der Gleichung 

von der Wellenlänge abhängt. Die Schwingungsrichtuug in dieser 
Welle ist, da die Gleichungen (3.) durch Einsetzen des Werthes von ci 
durch die Relationen 

JP "^ ff r 

befriedigt werden, longitudinal. 

Für die transversalen Wellen ist der andere Factor der 
Gleichung (4.) 

Dadurch ergeben die Gleichungen (3.) für die Fortpflanzungsge- 
schwindigkeit den Werth 

0,* = ä; + C {{-)\ (5.) 

während die Schwingungsrichtung nicht weiter bestimmt wird. 

Die Formel (5.) lehrt, dass der Brechungsquotient, dessen Werth 

= — =. A 

ist, wenn Q die Fortpflanzungsgeschwindigkeit und A die Wellenlänge 
des Lichts im luftleeren Räume bedeuten, auch nach dieser Theorie 
mit wachsendem Werthe der Wellenlänge abnimmt; man erhält 

Eine Vergleichung mit den Fraunhofer'schen Beobachtungen 
würde freihch lehren, dass diese Formel, welche nur eine erste An- 
näherung enthält, der Erfahrung nicht vollkommen genau entspricht. 
Eine bessere Uebereinstimmung würden wir vermuthlich erhalten, 
wenn wir die strengen Formeln des § 134 integrirten, und jedenfalls 
auch dann, wenn wir in der Weise Cauchy's in der Entwicklung der 
Formeln (1.) § 135 einen Schritt weiter gehen. Dann erhalten wir 
statt der Gleichungen (2.), entsprechend den Formeln (1.) § 129, 
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u. s. w. und hieraus durch Integration 

.ft-)'-c+*.(^)' -*.(¥)■ 

für die transversale Welle, oder, da mT = l ist, 

"• (' - Ä T') -*,-*. (¥)■• 

Hier dürfen wir, da wir die höheren Glieder der Cauchy 'sehen Ent- 
wicklung vernachlässigt haben, ohne Fehler für l den angenäherten 
Werth 

k = Tyh^ 

setzen, wodurch wir für den Brechungsindex die Formel 

1 — r_ ja 

erhalten, welche in ihrer für die Darstellung von Beobachtungen 
sehr zweckmässigen Bruchform die Fraunhofer'schen Zahlenwerthe 
ohne Zweifel ebenso gut wiedergeben würde, wie die unendliche 
Reihe Cauchy's. 

§ 136. Schlussbemerkungen. 

Bei diesem Stande der Frage bleibt es unentschieden, ob die 
Theorie Cauchy 's in der Natur so begründet ist, dass es nothwendig 
wird, jene weiteren Glieder, weil sie in der That von Einfluss sind, 
zu den Gleichungen hinzuzufügen. Es kann aber auch der Fall sein, 
dass jene Glieder fortgelassen werden dürfen, wenn die strenge Durch- 
führung der Neumann'schen Theorie unter Bücksicht auf die mit- 
schwingende Bewegung der wägbaren Massentheilchen zu Formeln 
führen sollte, welche den Beobachtungen Genüge leisten. Die Aus- 
führung dieser Rechnung würde keine Schwierigkeit bieten. 

Es besteht aber ein anderes Bedenken. Man muss bezweifeln, 
ob die Sache sich überhaupt so einfach verhält. Denn die ponderabeln 
Theilchen dürfen nicht als Massenpunkte angesehen werden. Eine 
naturgemäss durchgeführte Untersuchung müsste die Aenderung der 
Dichtigkeit um die ponderabeln Theilchen herum berücksichtigen, 
oder die Aetheratmosphären, welche gewissermassen zum Theilchen 
gehören. Sollte auch das Theilchen selbst nicht durch die Aether- 
Schwingungen in Bewegung versetzt werden, so kann man für die 
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Behauptung, dass auch die Atmosphären dieser „Inseln im Aether'^ 
dadurch' nicht afficirt würden, nicht dieselben Gründe geltend machen, 
wie für die wägbaren Theilchen, weil die Aethertheilchen in den 
Atmosphären nicht schwerer sind, als diejenigen des freien Aethers. 

Der wirkliche Hergang würde also nur getroffen sein, wenn die 
innere Bewegung der Aetheratmosphären mit berücksichtigt würde. 
Das aber ist eine Aufgabe, welche sich schwer den Hülfsmitteln der 
Analysis unterwerfen lassen würde. 

Möglicherweise hängen von diesen Bewegungen innerhalb der 
Atmosphären noch andere optische Erscheinungen ab. Es kann im 
Körper Licht erzeugt werden. Wie ein an der Saite einer Aeolsharfe 
Yorbeistreifender Luftzug dieselbe in tönende Schwingungen versetzt, 
die noch lange nach dem Aufhören der Luftströmung fortdauern, so 
kann auch ein Körper dadurch, dass Licht durch ihn hindurchgegangen 
ist, die Eigenschaft erhalten, noch lange nach dem Aufhören des 
Lichts zu leuchten. Diese als Phosphorescenz bezeichnete Er- 
scheinung mag ihren Grund in den . stehenden Schwingungen haben, 
welche im Aether der ponderabeln Körper ebenso wie in der Saite 
entstehen. Femer giebt es Körper, welche beim Eindringen von 
weissem Licht Farben zeigen oder bei farbiger Beleuchtung in einer 
veränderten Färbung erscheinen. Auch diese Erscheinung, die 
Fluorescenz, kann ihre Ursache in Schwingungen der AetherhüUen 
haben. 

§ 137. Neuere Literatur des Gegenstandes'). 

Die vorstehenden Aeusserungen Neumann's über den augenblick- 
lichen Zustand und die künftigen Ziele der Dispersionstbeorie habe 
ich so, wie sie im Wintersemester 1857/58 vorgetragen wurden, un- 
verändert stehen lassen können, obwohl in den inzwischen verflossenen 
27 Jahren sehr viel an der Lösung der besprochenen Frage gearbeitet 
worden ist; denn im Wesentlichen t^ffen sie auch noch heutigen 
Tages vollkommen zu. Ich habe nur hinzuzufügen, dass sich die 
herrschenden Ansichten seit jener Zeit in dem Sinne geändert haben, 
dass die von Cauchy versuchte Erklärung der Farbenzerstreuung 
mehr und mehr> an Anhängern verloren hat, während die von 
Neumann vertretene in demselben Maasse mehr zur Geltung ge- 
kommen ist. Heutzutage ist seine Ansicht, dass die Ursache der 
Dispersion in der Einwirkung der wägbaren Theilchen auf die Licht- 


1) Zusatz des Herausgebers. 
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Schwingungen zu suchen sei, wohl zu allgemeiner Anerkennung ge- 
langt. Nur über die Art und Weise, in welcher sich dieser Einfluss 
der ponderabeln Atome hauptsächlich bemerkbar macht, weichen die 
Ansichten von einander ab. 

Briot^) hat eine schon von Gauchy ausgesprochene Hypothese 
weiter verfolgt, nach welcher die regelmässige Yertheilnng der wäg- 
baren Theilchen eine periodische Aenderung der Dichtigkeit oder der 
Elasticität des Lichtäthers mit sich bringt; auch aus dieser Voraus- 
setzung scheint eine Dispersion der Farben zu folgen. Viel grössere Wahr- 
scheinlichkeit besitzt eine andere eigenartige, jedoch mit der erwähnten 
in gewisser Beziehung stehende Erklärung, welche L. Lorenz^) ge- 
geben hat. Wenn an der Grenze zweier Medien eine allmähliche 
Veränderung der Dichtigkeit oder der Elasticität von dem im ersten 
Stoffe geltenden Werthe zu dem im zweiten gültigen stattfindet, so 
wird ebenso in der Grenzschicht, für welche der Coefficient der 
Differentialgleichung mit dem Orte veränderlich ist, eine Farbenzer- 
streuung eintreten, ohne dass es nöthig erscheint, im Inneren eines 
der beiden Stoffe eine Verschiedenheit der Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit für die verschiedenen Farben anzunehmen. 

Mit der von Neumann gegebenen Erklärung stimmen die 
Theorien der Dispersion, welche Ketteier'), Sellmeier*), Lommel*^) 
und W. Voigt ^ veröffentlicht haben, in der Hauptsache, nämlich 
insofern überein, als in allen diesen Arbeiten der Grund der Farben- 
zerstreuung in dem Mitschwingen der wägbaren Substanz gesucht 
wird. Von demselben Gedanken geht v. Helmholtz^) aus, jedoch 
mit einer wesentlichen Abänderung der Vorstellung, welche durch 
die Erfahrungen an Absorptionsspectren gerechtfertigt wird; durch 
die Lichtwellen soll die ponderable Materie nicht in der ^eise in 
Bewegung versetzt werden, dass die gröberen molekularen Complexe, 
welche, aus den Atomen durch chemische Vereinigung gebildet sind, 
ihren Schwerpunkt verlassen, sondern es sollen je nach den Um- 
ständen diese oder jene Bestandtheile der Molekulargebilde an den 
Schwingungen des Lichtäthers Theil nehmen. 

1) Briot, Essais sar la thdorie math. de la lomi^re. PafLs 1864. 

2) L. Lorenz, Wied. Ann. Band 20, S. 1. 1883. 

3) Eetteler, Pogg. Ann. 1870, Bd. 140, S. 1; 1874 Jobelband S. 166; 
CarFs Repert. 1876, Bd. 12, S. 822; Wied. Ann. 1879, Bd. 7. 

4) Sellmeier, Pogg. Ann. 1872, Bd. 145 u. 147. 

5) Lommel, Wied. Ann. 1878, Bd. 3, S. 339; 1881, Bd. 13, S. 363. 

6) W. Voigt, Wied. Ann. 1883, Bd. 19, S. 873. 

7) V. Helmholtz, Pogg. Ann. 1874, Bd. 154, S. 582. 
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Die grössere Verwickelung, welche durch derartige Umgestal- 
tuDgen der Hypothese uothwendiger Weise in die Theorie hinein- 
gebracht wird, erfährt eine noch weitere Steigerung, wenn zugleich 
eine seit jener Zeit entdeckte andere Art der Farbenzerstreuung, die 
sogenannte anomale Dispersion, ihre Erklärung finden soll. Diese 
Erscheinung, bei welcher die Beihenfolge der Farben entweder im 
ganzen Spectrum oder in einem Theile desselben umgekehrt erscheint, 
findet sich nur bei stark gefärbten oder wenig durchsichtigen Körpern; 
es ist daher im höchsten Grade wahrscheinlich, dass sie, wie die 
gleichzeitig eintretende Absorption des Lichtes, ihre Ursache in 
Reibungs- oder Widerstandskräften findet, welche im Aether oder 
in der wägbaren Substanz ihren Sitz haben. Diese zuerst von dem 
Herausgeber^) angeregte Erklärung ist in einer nicht geringen 
Anzahl von Abhandlungen weiter durchgeführt und dabei mannig- 
fachen Umgestaltungen und Verbesserungen unterworfen worden. Es 
kann aber auf diese Untersuchungen über die anomale Dispersion 
hier um so weniger eingegangen werden, als der Grund der normalen 
Dispersion noch keineswegs sicher gestellt ist. 


1) 0. E. Moyer, Pogg. Ann. 1872, Bd. 145, S. 80. 


Gesetze der Bewegungen dfinner Korper. 

18. Schwingungen gespannter Saiten. 

§ 138. Entwicklung der Oleichungen für eine Saite. 

Von den Anwendungen unserer Theorie auf die Akustik soll die 
erste ein Problem betreffen, welches schon sehr lange Zeit vor der 
Begründung der Elasticitätstheorie aus allgemeinen Gesichtspunkten 
der Mechanik gelöst wurde, nämlich das Problem der schwingenden 
Saite ^). Die nachfolgende Behandlung dieser Aufgabe auf Grund der 
Theorie der Elasticität wird für die vorausgegangenen Untersuchungen 
über die Wellenlehre zugleich die Bedeutung haben, dass wir bei dieser 
Gelegenheit zeigen, wie das Problem der Reflexion von Wellen zu 
losen sein würde. 

Unter einer Saite verstehen wir einen elastischen Körper von 
prismatischer Gestalt, der so dünn ist, dass man an allen Stellen 
eines und desselben Querschnitts denselben Werth für die Molekular- 
kräfte annehmen darf. Mit dieser Voraussetzung stimmt die Vor- 
stellung überein, dass die Saite einer Biegung keinen Widerstand 
entgegensetzt, also ein biegsamer Faden ist. Wir nehmen ferner 
an, dass die Oberfläche von Kräften frei ist, dass aber die Enden 
fest sein sollen. 

, Um zu der einfachsten Form der Bewegungsgleichungen zu ge- 
langen, zerlegen wir die auf einen beliebigen Querschnitt q an der 
Stelle X, y, z wirkende Druckkraft nach den Richtungen der Coordi- 
natenaxen in die Componenten Ay B^ G nach dem Theorem (C.) § 9. 
Da die Normale des Querschnitts q der Saite das Element ds ihrer 
Axe bildet, dessen Projectionen auf die Coordinatenaxen wir durch 


1) Ueber die GeBchichte und Literatur des Problems vergleiche man Bio- 
mann, aber die Darstellbarkeit einer Function dnrch eine trigonometrische 
Reihe. Abh. d. Ges. d. Wiss. Göttingen, Bd. 13 ; Biemann*s gesammelte Werke. 
S. 213. (Anme^k. d. Herausgebers.) 
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dZj dp, dB bezeichnen, so sind nach dem genannten Theorem die 
gesuchten Componenten • 

Die Bedingung, dass die Oberfläche der Saite von Kräften frei 
sein soll, liefert, wenn a, ß, y die Cosinus der von der Normale 
einer beliebigen Stelle der Oberfläche mit den Coordinatenaxen ge- 
bildeten Winkel sind, nach dem Theorem (D) § 11 für jeden Punkt 
der Oberfläche die Gleichungen 

= r,a + Y,ß + Y,y (2.) 

= Z,a+ Z,ß + Z,y, 
in welchen a, ß, y beliebig sind, bis auf die Bedingung 

Wenn wir also diese Gleichung benutzen, um y aus den Glchg. (2.) 
zu eliminiren, so sind in den entstehenden Formeln 

» = (^. If - ^- Ä) « + (x. 'ä - ^ £) " 

a und ß willkürliche Grossen, und deshalb können die Formeln nur 
bestehen, wenn 

a» ds ^ ds ' ds 

Diese Gleichungen gelten zwar zunächst nur fdr jeden Punkt 
der Oberfläche; da aber an jeder Stelle desselben Querschnitts die 
Druckkräfte denselben Werth haben sollen, so gelten die Glei* 
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chungen (4.) allgemein und machen es uns dadurch möglich, alle 
Componenten durch eine, z. B. X« auszudrücken: 

JLx = .Aa» JLy = Xx ^* -Äx ~S^ 

^' =" ^'Vd^) ^' " ^' = ^' "55" • 

Dadurch werden die in den Gleichungen (1.) gegebenen Werthe der 
auf den Querschnitt q wirkenden Druckkräfte einfacher 

A -^r ds 

SA - qX. 3j 

qC = qX, j- -^- 

wegen der Gleichung 

ds^ = da:« + dy» + de\ 

Um nun die Gleichungen für das Gleichgewicht und die Be- 
wegung zu bilden, betrachten wir ein durch zwei unendlich nahe 
Querschnitte begrenztes Stück der Saite, dessen Basis q und dessen 
Höhe ds ist; auf die eine Fläche dieses Stücks wirkt der Druck qA 
in der Richtung von x, auf die andere in entgegengesetzter Richtung 
der Druck 


so dass die Differenz beider 


'(^^^ ds 


d8 

die Componente der äusseren auf die Masse sq ds des Prismas wir- 
kenden Kraft eqXds im Gleichgewicht halten muss. So erhalten 
wir für die drei Componenten die Bedingungen für den Gleichgewichts- 
zustand 

und für den Fall der Bewegung 
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und endlich in dem speciellen Falle, dass keine äusseren Kräfte auf 

die Saite wirken, 

,„l'u djqÄ) 

^^ dt* " ds" 

§ 139. Vereinfachung für unendlich kleine Oscillationen. 

In die bis soweit allgemein geführte Untersuchung führen wir 
die specielle Yorausetzung ein, dass die Saite im natürlichen Zustande 
gerade ist, und dass die Theilchen sich bei der Bewegung nur 
äusserst wenig aus der ursprünglichen geraden Richtung entfernen, 
welche wir mit der Axe der x zusammenfallen lassen. Nach dieser 
Annahme müssen auch die Winkel, welche ein Element ds der Saite 
mit der 2; -Axe bildet, äusserst klein sein; dasselbe gilt von den Ver- 
hältnissen 

dy de 

dx ' dx ' 

deren Quadrat wir deshalb unter Gleichsetzung von ds und dx ver- 
nachlässigen. Setzen wir dazu noch den Querschnitt q der Saite als 
gleichmässig voraus, so verwandeln sich die Gleichungen (8.) nach 
Einführung der in den Formeln (6.) gegebenen Werthe in die 
folgenden 

et* dx 


{-• *) 


^ _ _ ^\^ 'Tx/ (1.) 

^ et* ~ dx 

^ dt* ~ dx ' 

Hierin setzen wir den Werth der Componente X^ in der Form 
der Gleichungen (4.) § 60 
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ein, fOr welchen wir unter Rücksicht auf die Bemerkung, dass in 
Folge der eingeführten Vernachlässigen nach den Formeln (5.) § 138 


= _ Z. = 2^ 1^ + AA 


dw 

"ä7 


zn setzen ist, auch 

- X. = (2^ + 3A) A 

geschrieben werden kann oder 

Y 2ii •{- SX du 

— A,= /t ^^j^ -^. 

Indem wir diesen Werth in die Gleichungen (1.) einfuhren, be- 
merken wir, dass in denselben die Grossen y und 0, welche im ursprüng- 
lichen geraden Zustand der Saite = sind, nichts anderes bedeuten, 
als die Verrückungen v und w. Demnach erhalten wir die Gleichungen 

^ dt^ ^^ li + X dx* 

* dt' ~^'> + i dxVdx dx) ^^'^ 

djto _ 2fi + SX d ( du dw \ 

^ di" ~^ ^ + i dxKdx dxh 

aus welchen u, v, w als Functionen von x und t zu bestimmen sind. 
Obwohl wir die Quadrate von -^— und ..-- vernachlässigt haben, 

X X 

so berücksichtigen wir in den Gleichungen (2.) dennoch die Pro- 

ducte dieser Grössen in die Grösse -^ — , und zwar aus folgendem 

Grunde. Im natürlichen Zustande vermag die Saite noch keinen 
Ton zu erregen, sondern erst dann, wenn sie gespannt worden ist. 
Ihre gerade Richtung ist also nicht ihre natürliche Lage, sondern 
ein Zustand, in welchem sie schon eine Dehnung erfahren hat, und 
eine Spannuug besitzt, welche die Kraft liefert, um die transversalen 
Bewegungen v und w der Saite hervorzubringen. Somit besteht u 
aus zwei nach dem Ursprung und an Grösse wesentlich verschiedenen 
Theilen, aus der durch die Spannung hervorgebrachten ursprüng- 
lichen Verlängerung u^ der Saite und einem von der Bewegung her- 
rührenden Theile ti^; während der letztere von derselben Grössen- 
ordnung wie t; und w ist, darf der erstere nicht als verschwindend 
klein angesehen werden. Demnach können wir in der zweiten und 

dritten Gleichung (2.) -k— durch ^ - ersetzen. 


§ 140. Kuhesüstand. 305 

§ 140. Einführnng der anfänglichen Spannang. 

Da somit unsere nächste Aufgabe darin besteht^ u^ zu bestimmen, 
80 untersuchen wir zunächst den Ruhezustand der durch ein ange- 
hängtes Gewicht gespannten Saite. FOr denselben gelten die Gleichungen 


«0 
\dx dx) 


dx* 

d 
dx 

d f du dw 


dx 
oder 

^ = 0- -^ = 0- ^ = 
dx* ^' dx* ^' dx* ^' 

denen folgende Losungen genügen 

u=*a -{-bz] t; =» a^ + h^] «^ = 02 + b^x. 

Die sechs Gonstanten a und b sind durch die an den Enden 
der Saite geltenden Bedingungen zu bestimmen, also erstens durch 
die Annahme, dass das eine Ende, für welches x = ist, fest ein- 
geklemmt sei, während an dem andern Ende das Gewicht P zieht 
und der Druckkraft Xx das Gleichgewicht hält Es ist also 

P + jX, =0; gF, «-0; gZ, = 

und für x => 

11 = 0; t; = 0; m; = 0. 
Hieraus folgt 

a = 0; üi =»0; »g = 0; 

Also ist, wenn zur Abkürzung, wie in § 65, der Elasticitätscoefficient 

^ BS U Z—Z 

^ fi + X 

eingeführt wird, die durch die Spannung P bewirkte Dehnung durch 

folgende Formeln bestimmt: 

P 

u = — x: t; = 0; m? = 0. 

Hiemach erhalten die Gleichungen (2.) § 139 die Form 


^ dt* ~^^ dx* 

d*v^ _ P c*v^ , . 

^ öt* ~ q dx* ^^'^ 

d*w _ P dUo 

et* q CX' ' 

Ntnmann, Elattioltfti. 20 
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welche lehrt, dass alle drei Componenten in gleicher Weise zu be- 
stimmen sind; doch lässt sie gleichzeitig einen wesentlichen Unter- 
schied zwischen den in der Richtung der x stattfindenden longitu- 
dinalen Schwingungen u und den beiden transversalen v und w 
hervortreten. Die longitudinalen Schwingungen und die Longitudinal- 
tone hängen nämlich von dem Elasticitätscoefficienten m ab, doch 
sind sie imabhängig von der Spannung der Saite; dagegen sind die 
transversalen Schwingungen und die Transversaltöne nicht von dem 
Elasticitätscoefficienten der Substanz der Saite abhängig, wohl aber 
von der Spannung P derselben. 


§ 141. Integration und Verlängerung der Function. 

Die Integration der Differentialgleichungen führen wir nur für 
eine derselben 

durch, da wir die Integrale u und w der beiden anderen erhalten, 
wenn wir für die Constante o aus der betreffenden Gleichung (1.) 
§ 140 den gehörigen Werth einsetzen. 
Die vollständige Auflösung 

i; = fix + (ot) + 9>(aJ — oO (2-) 

der Differentialgleichung enthält zwei willkürliche Functionen f und 9) 
der hinzugefügten Argumente. 

Zur Bestimmung dieser Functionen dienen die Bedingungen, 
unter denen die Bewegung der Saite entstand. Wir nehmen die 
Figur und die Geschwindigkeit der Saite zur Zeit ^ ^= als gegeben 
an, und zwar durch die von x abhängigen Functionen 

V{x) = f{x) + q>{x) 

^{x) = m{ax)-qHx)\. 

Hieraus erhalten wir 


(3.) 


q>{x)=^\V{x)-^Jdx^{x), 


(4.) 


wozu keine von x unabhängige Constante hinzugefügt zu werden 
braucht, weil dieselbe aus der Summe beider Functionen in v 
(Gl. (2.)) fortfällt. 
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Damit sind jedoch die Functionen f{x) und q>{po) nicht allgemein 
bestimmt, sondern nur ffir Argumente, die zwischen 

rr s= und a? = Z 

liegen, wenn l die Länge der Saite ist; denn die Formeln (3.) gelten 
nur f&r dieses Intervall. Die vollständige Kenntniss fär jeden mög- 
lichen Werth von x -\- mt und aj — coi erlangen wir durch eine 
Operation, welche man sehr zweckmässig die Verlängerung der 
Function nennt; sie beruht auf der Benutzung der für die End- 
punkte x=^0 und X = 1 geltenden Bedingungen. Da diese End- 
punkte fest sein sollen, so ist stets v = 0, wenn x = oder x=^l 
ist; es bestehen also für jeden Werth von t die Gleichungen 

= f(l + at) + fp{l - ©0 ^ ^^ 

Durch die erste dieser Gleichungen wird der Werth der Function q> 
für negative Argumente zwischen und — l gegeben durch die be- 
reits bekannten Werthe der Function f für Argumente zwischen 
und + h während die zweite die für Argumente zwischen l und 21 
geltenden Werthe der Function f durch die bekannten Werthe der 
Function q> zwischen den Grenzen und l bestimmt. Weiter folgen 
aus diesen für Argumente zwischen den Grenzen l und 21 geltenden 
Werthen der Function f nach der ersten unserer Gleichungen die- 
jenigen von 9? zwischen — l und — 22, und dann aus diesen nach 
der zweiten Gleichung die Werthe von f zwischen 21 und 31. Durch 
Fortsetzung dieses Verfahrens erhalten wir der B>eihe nach alle 
Werthe der Function q) für negative und der Function f für positive 
Werthe ihres Arguments. 

Das so gefundene Gesetz filr die Verlängerung der Functionen 
lässt sich als eine Art von Spiegelungsgesetz auffassen, wenn die 
Fonctionen durch Gurven dargestellt sind. In zwei Spiegeln, welche 
an den Enden der Saite aufgestellt sind, erscheinen die Verlängerungs- 
werthe der Functionen als negative Spiegelbilder der ursprünglich 
zwischen den Grenzen o; «= und x = l gegebenen Functionen, so 
dass der ganze Verlauf etwa so wie in der folgenden Figur geschieht, 
in welcher die Function f durch eine ausgezogene, die Function q) 
durch eine punktirte Cürve dargestellt wird. 


i^NF 



Die erlangte Kenntniss des Verlaufs der Functionen f und <p 
genügt, um nach der Gleichung (2.) die gesuchte Function v für 

20* 
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jeden Werth von t und für jeden zwischen und l liegenden Werth 
von X zu bilden. Man braucht nur die Summe der beiden Ordinalen 
zu bilden, welche zu den Abscissen x -{- cot und x — mt gehören. 

Damit sind zugleich die den Anfangszustand bestimmenden Func- 
tionen V(x) und V'(x)j welche mit /'und g) nach den Gleichungen (3.) 
verbunden sind^ ebenso über die Grenzen o; =« und x ^^l hinaus 
verlängert; durch diese ist die zur Zeit t stattfindende Verrückung v 
bestimmt durch die Gleichung 

» = I F(« + oO + Y r{x - ai) + ^fdx ^(x), (6.) 

welche lehrt, dass die Verrückung aus zwei Theilen besteht, von 
welchen der erste nur von der zur Zeit ^ = bestandenen Verrückung 
V(x) herrührt, der zweite aber von der zu derselben Zeit vorhanden 
gewesenen Geschwindigkeit 9i{x). 

§ 142. Schwingungen nach einer anfänglichen Verrückung. 

Um den Inhalt der Formel leichter übersehen zu können, be- 
trachten wir jeden der beiden Theile der Verrückung v für sich und 
zuerst den aus einer anfanglichen Verrückung V(x) entstehenden. 
Wir setzen also voraus, dass S5(a;) = ist, und erhalten 

v = ^r{x + ü>t)-\-^r{x-at), 

worin nach den Gleichungen (3.) die Function 

F(6) = 2/-(|) = 29)(|) 

ist, so dass die Verlängerung der Functionen f und q) in diesem 
Falle sich durch eine Curve von folgender Gestalt darstellen lasst, 



wenn V{x) durch die in der Mitte dargestellte Curve mit doppelter 
Ordinate gegeben war. Die für irgend eine Stelle zwischen a? = 
und X = 1 filr einen beliebigen Werth von t gesuchte Function v 
ist dann gleich der Summe zweier Ordinalen, welche rechts und 
links gleich weit von der Stelle x = x abstehen und zwar um die 
Strecke mt von ihr entfernt sind. 

Hiervon machen wir Gebrauch, um an einem einfachen Beispiele 
den Vorgang der an den beiden Enden der Saite stattfindenden 
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Keflexion anschaulich zu macheu. Es sei zur Zeit ^ ^ nur in der 
Mitte der Saite in der Nähe der Stelle a; = ^ Z eine Veri-ückung vor- 
handen gewesen; dann lässt sich die Function ^F(^) durch eine 
Gurve darstellen; deren Ordinaten überall = sind; mit Ausnahme 

der Stellen 

a , 1 , 6 , 9 , 


• • • • 


2 '' 2 ' 2 ' 2 


an welchen die Ordinate den halben Werth der Anfangsverrückung 
besitzt, während sie an den zwischenliegenden Stellen 


• • • • 


2 


den negativen halben Werth annimmt. Construirt man hiemach den 
Zustand für spätere Zeitmomente ; so erkennt man leicht; dass sich 
von der ursprünglichen Erregungsstelle x = ^l aus zwei Verrückungen 
von halber Grösse mit der constanten Geschwindigkeit m nach beiden 
Seiten fortpflanzen bis zu dem durch die Gleichung 

bestimmten Momente; in welchem jede eins der festen Enden der 
Saite erreicht und dadurch vernichtet wird. Von diesem Augenblick 
an aber bewegen sich von den Enden der Saite mit derselben Ge- 
schwindigkeit CD nach der Mitte hin zwei gleich grosse; aber ent- 
gegengesetzt gerichtete Verrückungen, welche wir Wellen thäler 
nennen können; wenn wir die erst erwähnten als Wellenberge be- 
zeichnen. Diese beiden Wellenthäler begegnen sich, wenn 

mt = l 

geworden ist; in der Mitte im Punkte x =^ i^l und bilden hier ein 
Thal von doppelter Tiefe, welches sich von da an wieder in zwei 
flachere spaltet; die in der bisherigen Richtung fortschreiten. In 
dem Augenblicke; in welchem 

wird; stossen beide Wellenthäler wieder an die festen Endpunkte an, 
wodurch die Verrückung aufgehoben wird. Gleichzeitig entsteht an 
jedem Ende eine entgegengesetzte Verrückung; es bilden sich also 
zwei Wellenberge; welche von den Enden nach der Mitte hin fort- 
schreiten. Wenn sie zu der Zeit, wo 

gewordi'n ist; in der Mitte im Punkte :r = ^ { zusammengetrofl'en sind 
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und jetzt wieder einen Wellenberg von der ursprünglichen doppelten 
Höhe bilden, so beginnt der ganze Yerlaaf sich in genau derselben 
Weise zu wiederholen. 

Ganz ähnlich verhält es sich, wenn die Stelle der ursprüng- 
lichen Erregung nicht in der Mitte der Saite lag. Es findet nur der 
Unterschied statt, dass die Reflexion an beiden Endpunkten nicht in 
demselben Augenblick stattfindet, und dass die reflectirten Wellen- 
thäler und Wellenberge sich nicht in der Mitte, sondern in zwei 
gleich weit von den Enden abstehenden Punkten begegnen. 

Wurde die Bewegung dicht an einem Ende der Saite erregt, so 
bewegt sich über die ganze Länge der Saite ein Wellenberg, dem 
sofort ein Wellenthal folgt; am jenseitigen Ende reflectirt, schreitet 
das Wellenthal voran, und ihm folgt unmittelbar der Wellenberg. 

§ 143. Bewegungen, welche aus einer anfänglichen 

Geschwindigkeit entstehen. 

Um auch den anderen Fall, dass die Bewegung aus einer an- 
fänglichen Geschwindigkeit fß{x) entsteht, während die anfangliche Ver- 
rückung V(x) = ist, nach den Formeln des § 141 zu untersuchen, 
haben wir 

V = Q(x + (ot) — Q(x — G)t) 

zu setzen, wenn wir unter Q das Integral 

verstehen; denn es ist nach den Formeln (4.) § 141 in diesem Falle 

Somit besteht der wesentliche Unterschied dieses gegen den vorigen 
Fall in einer Aenderung der Vorzeichen, und es wird demnach bei 
der Construction der verlängerten Gurven nicht das negative, son- 
dem das positive Spiegelbild des vorausgegangenen Theiles zu 
zeichnen sein. 

In dem einfachen Falle, dass zur Zeit ^ =» nur der Punkt in 
der Mitte x =» ^l eine von Null verschiedene Geschwindigkeit besitzt, 
verschwindet die Function Q für alle Argumente 5 zwischen und 
^2; von | = ^2 an erhält sie einen Werth, welcher constant bleibt 
bis 1 = 2. Das soeben erörterte Gesetz der Verlängerung ergiebt, 
dass dieser constante Werth gültig bleibt bis zu der Stelle S = ^ /| 
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an welcher wieder der Werth ^ =» eintritt Der ganze Verlauf 
der Fonctioo Q(§) entspricht also dem der folgenden Zickzacklinie: 


--1 l m 31 

n_ 


n. 


und diese führt zu dem Schlüsse ; dass die 
zeitlich auf einander folgenden Verrückungs- 
zustande der Saite sich durch die nebenstehenden <»* =* 1* 1 
schematischen Zeichnungen darstellen lassen. — 

Die Verrückung breitet sich zuerst von der * ^ i ~~ 
Mitte nach den Enden hin aus, zieht sich darauf "LT 

wieder nach, der Mitte hin zusammen, geht 1 

nun in die entgegengesetzte Richtung über, a>*=l^! 

breitet sich in dieser wieder aus und zieht sich - — 

abermals zusammen, womit der Kreis durch- .^ 

laufen ist. tot ^21 ^ 


§ 144. Schwingungen von zwei mit einander verbundenen 

Saiten. 

Nach demselben Verfahren lässt sich die allgemeinere Aufgabe 
losen, die Schwingungen von zwei Saiten verschiedener Natur, welche 
mit einander verbunden und dann zusammen gespannt worden sind, 
zu berechnen. Der hauptsächlichste Unterschied beider Aufgaben 
liegt darin, dass am Ende einer gespannten Saite die Widerstände, 
welche sich der Weiterbewegung darbieten, unendlich gross sind, 
während an der Grenzstelle zweier verbundener Saiten zwar auch 
dem Uebergange der Bewegung aus einer Saite in die andere sich 
Widerstände entgegensetzen, aber Widerstände endlicher Grosse, so 
dass nur ein Theil der Bewegung reflectirt wird, ein anderer in die 
zweite Saite übergeht. Unser neues Problem betrifft also zugleich 
die Frage, welcher Theil der Bewegung reflectirt und welcher 
Theil gebrochen wird, wenn es erlaubt ist, diesen aus der Optik 
entlehnten Ausdruck hier zu gebrauchen. Die akustische Aufgabe 
entspricht, wenigstens für transversale Schwingungen, dann voll- 
ständig der optischen, wenn diese auf senkrecht einfallendes Licht 
beschränkt wird. 

Bei der Aufstellung der Gleichungen, welche die Bedingungen 
der Aufgabe enthalten, benutzen wir fttr die erste Saite dieselbe 
Bezeichnung wie bisher; für die zweite unterscheiden wir die Werthe 
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der entsprechenden Grössen durch angefügte Striche. Dann haben 
wir folgende zwei Systeme von Differentialgleichungen (Glchg. (2.) 
§ 139) zu integriren: 

für die erste Saite: für die zweite Saite: 


a«tt 


m 


d*u 


dt* "" dx* 


dt* 


d /du dv\ 

dx \dx dx) 


di 


w d ( du dw\ 

* dx \dx dx/ 


dt* 

av 
dt* 

d*fo' 

dt* 


= ♦» 


. d*u' 
dx* 


==m 


. d /du' dv' 


dx 


\dx dx) (*•) 


dx \dx dx/ 


Hierin bedeuten m und m' die Elasticitatsconstanten 


m 


(^ 




^ =** i^' + V 


für a; = — a 

u =0 

» -0 

w =0 

•• X ^= c 

tt'=0 

»' = 

w' = 0. 


Die Coordinate x rechnen wir in beiden Saiten von einem beliebigen 
Punkte der ersten Saite aus und bezeichnen durch — a, b und c die 

Werthe von x, welche | | 

den beiden festen Enden — a ö b c 

und dem Punkte in der Mitte zukommen , an welchem beide Saiten 
mit einander verbunden sind^ so das a -}- b und c — b die Längen 
der beiden Saiten sind. Die Grenzbedingungen für die ersteren beiden 
Punkte sind die früheren: 


(2.) 


Für den Yerknüpfiingspunkt in der Mitte aber, also für x ^='b, haben 
wir nicht bloss die Bedingungen 

u^=u t; = v' iv = tv' (3.) 

zu erfüllen^ sondern auch die, dass die Componenten der elastischen 
Spannungen in beiden Saiten für den gemeinschaftlichen Endquer- 
schnitt einander gleich sein müssen, dass also nach der in § 138 
gebrauchten Bezeichung für rc = & 

qÄ = q'Ä' qB^q'B' gC ~ q'C 

sein muss, wo die gestrichenen Grossen wiederum für die zweite 
Saite dieselbe Bedeutung haben sollen, wie die ungestrichenen für 
die erste. Diese Bedingungen verwandeln sich nach den Formeln 
(6.) § 138, wenn wir dabei die in § 139 für unendlich kleine 
Schwingungen begründeten Vereinfachungen einführen, in die Glei- 
chungen 
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qXx = q'XJ 

Y a«? /y/ ato' 

denen nur dadurch genügt werden kann, dass 

qXg = q'XJ 

^^^ i^ = ^ ^„^ (4.) 

a» dx dx dx 

für o; = & gemacht wird; hier ist 

Führen wir nun noch die Spannung P, welche in beiden Saiten 
gleich ist^ ein, so erhalten wir nach dem in § 140 für eine einfache 
Saite durchgefährten Verfahren endlich statt der Gleichungen (1.) 
für die erste und für die zweite Saite die Differentialgleichungen 


a«« d*u 

dt* ^^ dx* 

, d*u' 

^ dt* 

"*** dx* 

d*v P d*v 
dt* q dx* 

, d*v' 
* dt* 

Pd*v 

"" q' dx* 

c*w Pd*w 

,d*vf 

je -^ — - 

Pd*w' 




et* q dx* "" dt* q dx* 

§ 145. Integration. 

Bei der Integration dieser Gleichungen beschränken wir uns auf 
die Untersuchung transversaler Schwingungen und zwar der Com- 
ponente v. 

Die Differentialgleichungen bringen wir durch Einführung der 
Grössen 

2q 2q 

auf die Form 

d*v g d*v d*v' ,3j d*v' f. V 

-W^'^'d^* W^"^ Tx*" ^W 

Die Functionen v und v' haben den Bedingungen zu genügen^ dass 

für a; = — <t t; = ^ (2.) 

, ' dv dv' .„ V 

„ « = c »' •=• (4.) 


und 


„ <=»0 v = V(x) v'^Vix) 
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wird, wo die letzteren vier Functiouen als beliebig gegeben anzu- 
sehen sind. 

Die allgemeine Auflösung der DiiFereutialgleichuDgen (1.) 

V ^f{x + cot) + q){x — (ot) . 

v' = g{x + m't) + Z (^ ~ ®'0 
enthält vier willkürliche Functionen^ welche innerhalb der Intervalle 

— a<,z<b • b<x<c 

durch die Gleichungen 

V{x) => fix) -\- <p(x) r'ix)==g(x) + x{x) .7. 

SB(a;) = m {/-(«) - v'C*)} S'(x) -= «d' {g'ix) - z'(«)} 

wie früher bestimmt werden können. Die Verlängerung über die 
genannten Grenzen der Argumente hinaus erreichen wir durch Be- 
nutzung der Bedingungen (2.), (3.) und (4.) für jeden Werth von t. 
Um dasjenige, was in diesen Rechnungen neu ist und sie von 
dem früheren Einfachen unterscheidet^ hervortreten zu lassen^ be> 
gnügen wir uns, einen besonderen Fall zu betrachten, indem wir 
beide Saiten als unendlich lang annehmen, also 

a «=* cx> und c »« cx> 

setzen. Dann gelten die aus den Gleichungen (7.) hergeleiteten 
Werthe 

/•(^) = I F(x) + ^^- fdx^(x) 

^ (8 a.) 

für jeden Werth von x zwischen den Grenzen — 00 und b, und 
ebenso ist 


i/W = i rix) + -^^.J'dxfß'ix) 


(8 b.) 


für jeden Werth von x zwischen b und 00 bestimmi Die Kenntniss 
derselben Functionen für andere Werthe ihres Arguments erlangen 
wir durch alleinige Benutzung der für a;=6 geltenden Bedingungen (3.); 
denn die für a; = + 00 aufgestellten Gleichungen (2.) und (4.) er- 
fordern keine besondere Berücksichtigung, wenn nur die Functionen 
F, F', SB, 85' derartig gegeben sind, dass sie diesen Bedingungen 
entsprechen. Die Gleichungen (3.) aber ergeben die für jeden Werth 
von t geltendem Beziehungen 
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/■ (6 + ©0 + 9> (fr— fot) = ^ (6 + o'O + X (6 — »'0 
r(b + mt) + <p'(b — at) -= ^'(6 + a't) + i'Q) — m't). 

Werden die in den letzten Gleichungen enthaltenen derivirten Func- 
tionen nach t integrirt, so wird 

WOZU keine Constante hinzugefügt zu werden braucht^ weil dieselbe 
schliesslich doch aus den Formeln fortfallt. Hieraus ergeben sich 
die für jedes positive t gültigen Gleichungen 

nach welchen die gesuchten Werthe der Functionen soweit, wie sie 
erforderlich sind, aus den nach den Formeln (8.) bereits bekannten 
bestimmt sind. 

§ 146. Reflexion und Brechung. 

Um den Inhalt dieser Formeln zu beurtheilen, untersuchen wir 
das einfache Beispiel, dass zur Zeit t = beide Saiten in Ruhe und 
zugleich; mit alleiniger Ausnahme des Punktes n; <=» 0, in Ruhe waren. 
Wir setzen also die Geschwindigkeiten 

SB(a;) = JB'(a;) = 0, 

ebenso die Verrückungen 

r(x) = r{x) = 0, 

jedoch soll 

F(0) = r 

einen von Null verschiedenen Werth besitzen. Dann ist nach den 
Gleichungen (8.) § 145 , in welchen wir nur die Bezeichnung des 
Arguments abändern^ 


m = 

z(l) - 

für 

6<g<<x) 

/r5)=-o 

<p(M) - 

>i 

-oo<|<6 

mit Ausnahme von 




m^iv 

V(0) = 

iF; 

femer nach den 

Gleichungen (9.) 


» 


r(6 + a,0=J- 

+ «9'(^ 

at) 


X(p - a't) — ■^;^~^ <p(b — at) 
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at« f^ 2fi + A ax* ^ f^ ay» ^ f^ 2^ + 1 dxdy 

dH _ d^ , . jit + x a»p , 2ft + 8X d^u (^0 

^ at* ~ ** aa;« "^^^ 2(1 + 1 dy*^ ^ 2(1 + 1 dxdy ' 
Die Integration derselben würde die in der Ebene der Membran vor 
sich gehenden Schwingungen, welche wir als longitadinale be- 
zeichnet haben, kennen lehren. Wir werden aber diese Untersuchung 
nicht weiter verfolgen. 

Um die Gleichung (2.), welche die transversalen Bewegungen 
bestimmt, weiter zu entwickeln, müssen vnr ein anderes Verfahren 
anwenden, nämlich zuvor die Spannung, welcher die Membran unter- 
worfen wurde, einführen. 

Bei der Berechnung der Wirkung, welche die spannenden Kräfte 
ausgeübt haben, setzen wir voraus, die Membran sei rechteckig 
von Gestalt, und sie sei durch Zugkräfte, welche in den Richtungen 
ihrer Kanten wirkten, gleichmässig gespannt worden. Die Längen 
der beiden Kanten, welche den Goordinaten x und y parallel ver- 
laufen mögen, seien a und /}; an der Kante ß greife . mit überall 
gleichmässigem Zuge in der Richtung der Kante a die Kraft P an, 
und an der Kante a ziehe ebenso parallel ß die Kraft Q. Dann sind 
die Bedingungen 

= P+/}(JX,, O^g + adFy, = Xy (6.) 

zu erfüllen, wenn d, wie bisher, die Dicke der Membran bedeutet 
Diesen Bedingungen, sowie den Differentialgleichungen (5.) genügt 
die Annahme der linearen Functionen 

u = ax, V = 6y, 

in welchen die Constanten durch die aus den Formeln (4.) folgenden 
Gleichungen 

ZU bestimmen sind. Somit bilden die aufgestellten Gleichungen nach 
§ 60 die einzige richtige Lösung der Aufgabe. 

Unter der Voraussetzung unendlich kleiner Bewegungen dürfen 
wir, wie in § 140 bei der Saite, die in den Gleichungen (6.) ge- 
gebenen Werthe der Druckcomponenten in die Gleichung (2.) ein- 
führen-, dadurch erhalten wir die Differentialgleichung, welche die 
transversalen Bewegungen einer gespannten rechteckigen Membran 
bestimmt, in der Gestalt 
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wo zur Abkürzung 


(D»== 


^ ..«_ « 


«pd ^ «ad 

gesetzt ist. Ausser dieser DifPerentialgleichung ist die Bedingung zu 
berücksichtigen, dass die eingeklemmten Rander der gespannten 
Membran an der Bewegung nicht Theil nehmen können^ dass also 
zu jeder Zeit die gesuchte Function 

werden muss, wenn eine der folgenden vier Gleichungen 

erfüllt ist Endlich muss noch der Änfangszustand der Verrßckung 
und der Bewegung fiir ^ = gegeben sein. 

§ 149. Transversaltöne einer einseitig gespannten Membran. 

Ehe wir diese Untersuchung durchführen, lösen wir eioe ein- 
fachere Aufgabe, um die nothwendigen Grundbegriffe zu erläutern. 

Es sei die Membran nur in einer Richtung und zwar in der- 
jenigen der Coordinate x durch die Kraft P gespannt-, dagegen sei 
die parallel x verlaufende Kante frei; dann fallen auch die Be- 
dingungen für y =■ und y — /J fort, und wir haben bei der Inte- 
gration der Gleichung 

nur die Bedingungen zu berücksichtigen, dass 

für a: ■» und x = a w = 

werde, und dass für ^ =» 

fff^Wix) und ^^ = Sg3(a;) 

als Functionen von x gegeben seien. 

Diese Gleichungen gelten nicht bloss für das genannte Problem 
einer einseitig gespannten Membran, sondern sie gelten auch für eine 
schon behandelte Aufgabe, niimlich für die Theorie der Schwingungen 
einer gespannten Saite. Wenn wir hier diese Untersuchung noch 
einmal aufnehmen, so geschieht es, um eine andere Methode der 
Auflösung anzuwendeu. 

21* 
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Wir lösen die Aufgabe, indem wir trigonometrische Functionen^) 

von X und t als particulare Auflösungen einfuhren. Wir wählen als 

solche die Function 

. . mnx mntot 
w = Am sm cos , 

welche, wenn m eine ganze Zahl bedeutet, bereits den Bedingungen 
fQr X ^=^0 und x^=^ a genügt; für t ^=0 wird, da Am eine Constante 
sein soll, 

wir beschränken uns auf diesen besonderen Fall, indem wir bemerken, 
dass eine ähnliche Losung, welche den Sinus der Zeit enthält und 
w == W{pc) = für ^ = macht, hinzugefügt werden müsste, wenn 
ein anderer Anfangswerth der Geschwindigkeit gegeben wäre. 

Die vollständige Lösung der Differentialgleichung bildet die 
Summe 

w=^ ^Am Sin —^ • cos ^ , 

welche so auszuführen ist, dass m der Reihe nach die Werthe aller 
positiven ganzen Zahlen annimmt. Die von m abhängende Con- 
stante Am wird aus den gegebenen Werthen der Function W(x) 
bestimmt nach der Formel 

a 


welche lehrt, dass jede beliebige, continuirliche oder discontinuirliche 
Function W{x) durch eine Sinusreihe dargestellt werden kann. 

Wenn z. B. die anfangliche Gestalt der Saite eine Parabel war, 
also wenn 

W(x) = 4Ä ?(fLl^ 

ist, wo die Constante h die Entfernung des Scheitelpunktes aus der 
Ruhelage ist, so wird die trigonometrische Reihe, welche w bestimmt, 

== 32 — ä { sin — a: • cos — cut + ^ sind — x - cos 3 — tot 

n^ y a « ' 27 a a 


W 


+ T— sin 5 — a; • cos 5 — © ^ + • • • } 

' 126 a a ' J 


1) Vergl. Riemann\ über die Darstellbarkeit einer Function durch trigono- 
metrische Functionen. Abh. d. Gott. Ges. d. Wiss. Bd. 13. Gesammelte Werke 
S. 213. Anm. d. Heransg, 
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Ist dagegen die Verrückung^ welche alle Punkte der Saite zur Zeit ^«==0 
erlitten hatten, durch ein üher a errichtetes gleichschenkliges Dreieck 
von der Höhe h darstellbar^ so wird dieselbe zur Zeit t 

— r J sin — a; • cos ot sm ö — x - cos o — <ot 

n^ i et a da a 

+ — sin 5 — a? • cos 5 — at — • • [ • 

Die allgemeine Form, in welcher die gesuchte Function w nach 
diesem Integrationsverfahren gefunden wird, zeigt, dass die Bewegung 
sich immer in eine Reihe einfach periodischer Schwingungen auf- 
losen lässt, von welchen eine jede durch ein Glied der trigonome- 
trischen Reihe bestimmt wird. Jede dieser Schwingungen bildet 
einen, wenigstens bei einer gewissen Schnelligkeit der Schwingungen, 
hörbaren Ton von bestimmter Höhe. 

Um den gesetzmässigen Zusammenhang, welcher zwischen den 
verschiedenen Höhen dieser Töne besteht, zu erläutern, betracl^ten 
wir zunächst das erste Glied der Reihe 

A . 7tx fccat 

Wi = uli Sm cos — ;;- , 


a a 


welches meistens, wie in den soeben angeführten Beispielen, unter 
allen Gliedern den grössten Werth besitzt. Dieses Glied stellt eine 
Schwingung der ganzen Membran oder Saite dar, bei welcher jedes 
Theilchen nach Verlauf derselben Zeit in seine ursprüngliche Stellung 
zurückkehrt Die Zeit einer einfachen Schwingung beträgt 

uud diejenige eines Hin- und Herganges 

2a 


T,= 


(0 


Diese Zeit ist also der Länge a der Saite oder Membran direct pro- 
portional, dagegen der Grösse (§ 148) 


folglich der Quadratwurzel aus der auf die Einheit des Querschnitts 

wirkenden Spannung umgekehrt proportional. Durch Einführung des 

Gewichts der Membran 

n = aaßSg^ 


326 19* Schwingangen einer geBpannten Membran. 

wo g die beschleunigende Kraft der Schwere ist, erhalten wir die 
veränderte Form^) 

für den Werth der Schwingungszeit dieses Tones, welchen man den 
Grundton nennt 

Die übrigen Glieder der Reihe enthalten die Gesetze der sonstigen 
Schwingungen, welche die Membran oder Saite ausführen kann. Diese 
Tonschwingungen bilden die Reihe der harmonischen Obertöne 
des Grundtons, deren Schwingungszeiten nach den Formeln 

durch diejenige des Grundtons 2\ ausgedrückt werden. Die 
Schwingangszahlen, welche die in der Zeiteinheit erfolgende 
Anzahl der Schwingungen für diese Töne bestimmen, sind also die 
ganzzahligen Vielfachen der Schwingungszahl des Grundtons. Daraus 
folgt, dass die Reihe der Obertöne besteht aus der Octave, der Quint 
der Octave, der zweiten Octave, der grossen Terz und der Quint der 
zweiten Octave u. s. f. 

Jedem dieser Obertöne entspricht eine besondere Lage von 
Schwingungsknoten in der Saite, und ebenso in der Membran von 
geraden Linien, welche mit den Schwingungsknoten die Eigenschaft 
theilen, dass sie bei den Schwingungen in Ruhe bleiben. Der Grundton 
besitzt keinen Knotenpunkt, der erste Oberton, die Octave, einen in 
der Mitte der Saite, der zweite Oberton, die Quint der Octave 2, 
an den Stellen x^^\a und ^«»^a, für welche bei jedem Werthe 
von t die Verrückung 

M?o = -4« sin 3 — a: • cos 3 — ©^ 

verschwindet^ u. s. w. In der einseitig gespannten Membran entstehen 
an denselben Stellen ruhende Linien, deren Richtung senkrecht gegen 
die Richtung der spannenden Zugkraft verläuft. 


1) Die Formel, welche zar Bestimmung der SchwingungBzeit des Grandtons 
dnrch die Spaimong dient, kann auch dazu verwandt werden, um umgekehrt 
aus der beobachteten Höhe des Grandtons die Spannung zu bestimmen, ffieranf 
beruht weiter ein Verfahren, den thermischen Aasdehnungscoef&cienten zu messen, 
indem man die mit der Temperatur erfolgende Aenderang des Tons beobachtet 
Die Theorie dieser Methode giebt Gelegenheit, die im neunten Abschnitt auf- 
gestellten Formeln anzuwenden, indem wir za der Spannang den von der 
Temperatur abhängigen thermischen Drack hinzofflgen (§ 63). 
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Diese ruhenden Linien in der schwingenden Membran sind es^ 
welche der weiteren Untersuchung dieses Gegenstandes -Werth ver- 
leihen; denn sie bilden in einer nach beiden Richtungen gespannten 
Membran Ourven von derselben Art wie die Chladni'schen Klang- 
figuren. 

§ 150. Oleichmässig gespannte quadratische Membran. 

Die Theorie dieser Figuren entwickeln wir an dem wichtigsten 
Beispiel; indem wir voraussetzen, dass die Membran quadratisch be- 
grenzt und in den Richtungen beider Saiten gleich stark gespannt 
sei. Wir setzen also in den Formeln des § 148 

a = ß und P = Ö; 

so erhalten wir die Differentialgleichung 

welche nebst den Bedingungen, dass w ^=^0 werde für o; = 0, x =^ a, 
ff ss»0^ y esa a, die transversale Yerrückung tv der Membran bestimmt. 
Setzen wir noch voraus, dass zur Zeit t = die Geschwindigkeit 

dt ^ 

sei, so ist die vollständige Auflösung in folgender Summe von par- 
ticularen Integralen 

M? «B > >1 cos pt' sm sm — - 

» 

enthalten, in welcher die Summirung über alle ganzzahligen Werthe 
von m und n auszudehnen ist; die Constante p ist durch die Gleichung 

mit m und* n verbunden; die Grossen Ä sind von tn und n abhängige 
Constanten, welche aus dem für < >» gegebenen Anfangswerthe 

w = W(x, y) 

nach dem im vorigen Paragraphen angeführten Lehrsatz in folgender 
Weise bestimmt werden: 


wnä fiTtri 

• Sin 


Al^ "„.JdlJdnW^nyf^^-^ 


a 
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Aus der für w gefundenen Form der Reihenentwicklung ersehen 
wir, dass aach in diesem Falle die Bewegung sich auflöst in eine 
Anzahl von einfachen Tonschwingungen, deren Schwingungszeit und 
mit dieser die Tonhöhe durch den Werth der zugehörigen Constante p 
angegeben wird. Es zeigt sich aber ein wesentlicher Unterschied 
zwischen dem Verhalten der Membran und dem der Saite. Während 
bei der letzteren alle Töne sich als harmonische Obertöne eines 
einzigen Grundtones erwiesen, sind bei der Membran die verschiedenen 
Töne im Allgemeinen nicht unter einander harmonisch, da ihre 
Schwingungszahlen nicht in einfach gauzzahligen Verhältnissen zu 
einander stehen. 

Für den tiefsten Ton der Membran ist 

me=w=l, also pa = ytcoY^ . 

Der nächst höhere Ton ist entweder durch 

w = 1 , w = 2 oder m = 2 , « == 1 
bestimmt-, in beiden Fällen ist 

pa == 7cm Yö . 

Dieser Ton ist kein Obertou des ersten, er bildet also einen zweiten 
Grundton. Ebenso führen die Werthe 

m = 3 , n = 4 oder m = 4 , n = 3 , 

durch welche 

pa = 6jc(o 

wird, auf einen neuen Grundton. Es ist also leicht einzusehen, das» 
die Anzahl der Grundtöne unbegrenzt ist. 
Dagegen erhalten wir z. B. für 

m =^ n, also pa = n^(o V^2 

stets einen Oberton des tiefsten Grundtons, ebenso für 

w = 2n oder n = 2w, 
also für 

pa = mjco) Yb oder pa = nna ]/5 

stets einen Oberton des zweiten Grundtons iL s. w. 

Es kann auch der Fall eintreten , dass ein Ton harmonischer 
Oberton zu einem anderen ist, ohne dass das Verhältniss zwischen 
den Zahlen m und n bei beiden dasselbe zu sein braucht. Der Ton 
z. B., welcher durch den Werth von p 
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pa = ÖTTCö y2 

bestimmt ist und den Zahlen 

m = 1, w = 7 oder w = 7, n = 1 

entspricht^ ist ein Oberton des tiefsten Grundtons^ fQr welchen 

pa = Äco V^ 
ist^ weil die Summe 

m« + n^ =- 50 

durch die Quadratzahl 25 theilbar ist. 

Hiernach ergiebt sich das Gesetz^ dass eine quadratisclie Membran 
so viele verschiedene Grundtone besitzt, als es Zahlen giebt, welche 
der Summe von zwei Quadratzahlen gleich, aber untheilbar durch 
eine Quadratzahl sind. Diese Zahlen bilden die Reihe 

w« + w« = 2, 5, 10, 13, 17, 25, 26, 29, 34, 37 u. s. w. 

Die Gestalt der Elangfigur, welche auf der Membran bei einem 
bestimmten Tone entsteht, hängt nicht bloss von der Höhe dieses 
Tones, also von dem Werthe von p ab, sondern auch von der Art, 
in welcher dieser Ton erregt wurde, folglich von den Werthen der 
Zahlen m und n. Dieses gilt nicht bloss von einem Obertone, sondern 
kann auch für einen Grundton zutreffen, wie z. B. bei dem Tone, 
für welchen 

m* + w^ = 65 
ist; denn es ist sowohl 

12 + 8^ = 65, 

als auch 

4^ + 7^ = 65. 

In beiden Fällen ist die Tonhöhe gleich, aber die Schwingungs- 
form der Membran sehr verschieden. Zur Erläuterung dieser Ver- 
hältnisse betrachten wir einige einfache Beispiele. 

Der tiefste Grundton, bei welchem die Werthe 

mB=:n=l pa = x(oy2 

gelten, giebt keine Elangfigur, weil die Function nur für die Ränder 
der Membran, nämlich für a: = 0, a? = a, y = 0, y = a ver- 
schwindet Dagegen entstehen durch die Obertöne dieses Grundtons, 
für welche wir 
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u. 8. w. zu setzen haben^ Elangfiguren^ welche aus rechtwinklig sich 
durchkreuzenden ; den Kanten parallel laufenden geraden Linien be- 


_Mi^B^~^BW^^B>— *^^^^^^ 


stehen, so dass die Membran in A, 9, 16 u. s. f. quadratische Felder 
geiheilt wird; denn die Function 


A cos pt ' sin sm — - 

n, J^ /v t» 


verschwindet für die Werthe 


X 


a 

n 


ic = 2 — ic = 3 — u. 8. w. 
n n 


sowie für die gleichen Werthe von y. 

Der zweite Grundton der Membran, für welchen 

pa «» itmYb 

gefunden wurde, ist von einer Elangfigur begleitet, deren Gleichung 

r, A^ . nx , 2ny , A . 2nx . ny 

= -4, sm — • sm — - + Ä^ sm • sm — ^ , 


oder kürzer 


ny 


= -4j cos —^ + A^ cos 


nx 


erkennen lässt, dass die Figur von der Art der Tonerregung abhängt. 
Ist eine der beiden Constanten ^ «=» 0, so entsteht eine die Membraa 



in der Mitte theilende gerade Linie, welche einer der Kanten des 
Quadrats parallel verläuft. Ist 


-^9 9 


§ 160. Klangfigaren. 
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so entsteht die diagonal verlaufende gerade Linie, deren Gleichung 
ist; wenn dagegen 

ist, so erscheint die andere Diagonale, welche die Gleichung 

erfüllt. Im allgemeinen Falle treten gekrümmte Linien auf, welche 
stets durch den Mittelpunkt {x^^^^y ^= \a) des Quadrats gehen ^). 




1) Weitere Beispiele bei Fechner in dessen Reperi d. ExperimeDtalphysik 
Bd. 1, S. 298. 1832. 
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§ 151. Mechanische Theorie des elastischen Stoss&s. 

Die Theorie des Zusammenstosses elastischer Korper erscheint 
nach der in den Lehrbüchern der Mechanik üblichen Darstellung als 
sehr einfach und wohl begründet. Wenn man aber die Aufgabe 
auf Grund der allgemeinen Formeln der Elasticitätstheorie zu lösen 
sucht, so gelangt man zu Folgerungen, welche sich mit den Schlüssen 
aus der gewöhnlichen Theorie häutig in Widerspruch befinden. 

Wir werden diese Verhältnisse an dem Beispiele von zwei gleich 
dicken Cylindern erläutern, welche mit ihren Endflächen dadurch zu- 
sammenstossen, dass sie sich in der gemeinschaftlichen Richtung 
ihrer beiden Axen mit ungleichen Geschwindigkeiten fortbewegten. 

Zum Zwecke^ der Vergleichung schicken wir eine kurze Dar- 
stellung der gewöhnlichen Theorie des elastischen Stosses voraus. 
Wir bezeichnen die Massen der beiden Cy linder durch m und m', 
ihre anfanglichen Geschwindigkeiten durch h und h\ und zwar denken 
wir uns, dass der Masse fn\ welche sich mit der Geschwindigkeit h' 
bewegt, in derselben Richtung die Masse m mit der grösseren Ge- 
schwindigkeit h folgt. In dem Augenblicke, in welchem die letztere 
Masse die erstere eingeholt hat, beginnt der Act des Stosses, welchen 
man in zwei Perioden einzutheilen pflegt. 

Die erste Periode erstreckt sich bis zu dem Moment, wo das 
ganze System eine gleiche Geschwindigkeit z erhalten hat. Diese 
Geschwindigkeit ist bestimmt durch die Gleichung 

• mh -f- m'h' = (m + m')g. (1.) 

In der ersten Periode hat also der Körper von der Masse m den 
Verlust an Geschwindigkeit 

h — 
erlitten, während der andere 

eingebüsst hat. 
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In der zweiten Periode, in welcher die Körper sich nach der 
erlittenen Compression in Folge der eingetretenen Spannung wieder 
ausdehnen, verdoppelt sich dieser Verlust, so dass, wenn wir v und v' 
die definitiven Schlussgeschwindigkeiten der Massen m und m nennen^ 

v = A _ 2(A —z) 

(2.) 

oder wegen der Glchg. (1.) 

m 4- m 

(3.) 
, 2mh — (wi — m')/i' 

m -{- tn 

Als Beispiel setzen wir w = m', dann wird 

V = Ä', v' = A. (4.) 

Die Geschwindigkeiten tauschen sich aus. Setzen wir ferner als Bei- 
spiel ♦»' = 2w, so wird 

V = I (4Ä' - A) »' = i (2Ä + A'). (5.) 

Was die Begründung dieser Theorie betrifft, so macht sie An- 
wendung von zwei allgemeinen Grundprincipien der Mechanik; sie 
setzt zunächst voraus^ dass durch den Stoss die Bewegung des 
Schwerpunkts des Systems sich nicht ändert, dass also Glchg. (1.) 
besteht oder in anderer Form 

mh + w'A' «= tnv + m'v\ 
Das zweite Princip ist das der Erhaltung der lebendigen Kräfte 

mh^ + w'A'* = mv^ + »»'v'*- (6-) 

Aus beiden Gleichungen folgen die obigen Formeln für v und v\ 

Wenn nun die Frage aufgeworfen wird, ob es statthaft ist, 
diese beiden Principien hier anzuwenden, so muss hinsichtlich^ des 
Princips von der Erhaltung der Bewegung des Schwerpunkts die 
Antwort lauten, dass seine Gültigkeit keinem Zweifel unterliegt. 
Nicht so in Bezug auf das andere Princip. Die Anwendung des 
Princips von der Erhaltung der lebendigen Kräfte setzt yielmehr 
voraus, dass die Kräftefunction, welche bei Beginn des Stosses = war, 
es auch nach Vollendung des Stosses sei; sie setzt also voraus, dass 
im Augenblicke der Beendigung des Stosses jedes Theilchen in seine 
alte Gleichgewichtslage zurückgekehrt sei. Ist dieses nicht der Fall, 
80 ist zur rechten Seite der Glchg. (6.) noch der Werth der Kräfte- 
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function im Momente der Tremiang hinzazaftlgen; in ihrer obigen 
Form aber bleibt sie nicht mehr gültig. 

Unsere Untersuchung , welche wir nunmehr auf Grund der 
Theorie der Elasticitat au&ehmen, wird uns in der That zu dem 
Resultate führen^ dass die Eräftefunction in dem Augenblick^ in 
welchem sich beide Massen von einander trennen, im Allgemeinen 
nicht = ist. Eine Ausnahme bildet nur der Fall, in welchem 
beide Massen m und m , einander gleich sind. 

§ 152. Componenten des elastischen Drucks in Cjlinder- 

Coordinaten. 

Um unsere Aufgabe zu losen, haben wir zuvor die für die Com- 
ponenten des elastischen Druckes gefundenen Ausdrücke auf ein 
zweckmässigeres Coordinatensystem x, r, d zu transformiren, dessen 
Axe X mit der Richtung der Cylinderaxen zusammenfallt, während 
r die senkrechte Entfernung eines Punktes von der Axe und ^ den 
Winkel bedeutet, welchen r mit der y-Axe einschliessi Diesen Be- 
deutungen entsprechen die Beziehungen 

X '^ X, y = r cos -ö", z = r sind' 

zwischen den bisherigen geradlinigen Coordinaten x, y, z und den 
neuen rr, r, O*. Auf dasselbe Coordinatensystem beziehen wir die 
VerrQckungen, indem wir in Uebereiustimmung mit der in einer 
früheren Untersuchung über Cylinder (§ 67 — 69) gebrauchten Be- 
zeichnung uuter u und tq die Verschiebungen in den Richtungen 
von X und r verstehen, während r^ die senkrecht gegen beide ge- 
richtete Yerrückung bedeutet; es ist also ^ die etwa eintretende 
Verdrehung, durch welche der Winkel ^ sich in O* + ^ verwandelt. 
Die Umformung der Gleichungen muss nach den Formeln 

u = u 

V ^Bs TQ cos 9" — r^ sin ^ — = yp — z^ 

w ^sa^TQ ain 9' -{- rtff cos 9 = zq + y^ 

geschehen. Aus diesen erhalten wir zunächst die Werthe der nach 
^9 Vf ^ genommenen Differentialquotienten von u, v, w und weiter 
nach den Formeln (4.) § 60 die transformirten Ausdrücke für die 
Druckcomponenten. Wir beschränken uns hierbei auf die Voraus- 
setzung, dass die Verrückungen u, q und i> von dem Winkel 9 un- 
abhängig sind, und erhalten 
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^ Tp =2ii { P + ^ "^ cos* -fr — t -^ sin ^ cos ^| + A A 

— Z,=2ii[Q + r j^- sin« ^ + r |J- sin » cos d) + A A 

_ r, =_Z, = (t {2 IJ^ sin^ cos^ + r U (cos» d — sin* d)) 
-Z,— X, = ,i{ |jsin^ + r|j-8in^ + r||-co8^1 

— Xy = — r,= ft| |~cosd + r||- sind — r|j sin ^), 
worin 

ö« ' or * ^ 

die räumliche Dilatation ist Diese Formel stimmt mit (5.) § 67 
vollständig überein, und ebenso fallen die vorstehenden Gleichungen 
fflr die Druckcomponenten mit den Ausdrücken (8.) § 67 zusammen, 
wenn die Grösse ^ =s gesetzt und die sonstigen Vereinfachungen 
eingeführt werden. 

Qm aus diesen Componenten, welche sich auf die Richtungen 
der geradlinigen Coordinaten beziehen, diejenigen zu erhalten, welche 
den Richtungen von x^ r, d entsprechen, können wir zunächst das 
Theorem (C.) § 9 anwenden; nach 'demselben wirken auf Flächen, 
welche gegen den Radius r und gegen das Bogenelement rdd" senk- 
recht stehen, die Druckcomponenten 

Xr — = Xy cos d + X, sin d X^ = — X^ sin d" -{- X, cos d 

Tr = Yy cos -Ö- + r, sin -Ö- r<^ — — Ty sin -d + F, cos d 

Zr = Zy cos -fr + Z, sin ö" Z^ -= — Zy sin -fr + Z, cos d. 

Zerlegen wir diese Kräfte und die drei unverändert gelassenen 
Componenten 

Xxf Yxf Zx 

nach den Richtungen der Cylindercoordinaten, so gelangen wir zu 
folgenden Formeln 

Br^Yy cos* » + 2Y,Bm» cos » + Z, sin* d 

e» — Ty sin* -Ö- — 2 r, sin «• cos » + Z, cos* d 

U^^ = er = (Z, — Fy) sin d cos d + r,(cos* d — sin* d) 

9x == X^ «« — Xy sin d -{- Xj cos d 

Xr = 1?, = Xy cos d + X, sin -ö*. 
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aus welchen sich durch Einsetzen der fQr die Druckcomponenten 
im geradlinigen System gefundenen Ausdrücke schliesslich die 
Werthe 

— j8r = 2^ ^^- + AA 

-0* = 2^p + AA (1.) 

rs V ^^ 


-X. = -7i, = ^(|j + r||) 


der auf die Cjlindercoordinaten bezüglichen Componenten der elasti- 
schen Druckkräfte ergeben. 

§ 153. Differentialgleichungen und Grenzbedingungen. 

Die mühsame Transformation der Navier'schen Differential- 
gleichungen auf dasselbe Goordinatensystem können wir unterlassen, 
wenn wir durch eine Betrachtung, welche der in § 7 zur Herleitung 
des Theorems (A.) angewandten durchaus ähnlich ist, die Be- 
dingungen aufstellen; unter welchen ein an der Stelle x^ Vy d' gelegenes 
Volumenelement, dessen Kanten dx, dr, rdd' sind, sich im Gleich- 
gewicht befindet. Diese Rechnung gestaltet sich einfach für die 
X-Componenten; bei der Untersuchung der nach der Richtung des 
Radius r bewegenden Kräfte ist besonders zu berücksichtigen, dass 
aus den beiden auf die Seitenflächen dx dr des Prismas wirkenden 
Componenten 6^«^, da sie nicht gleichgerichtet, sondern unter dem 
Winkel dd" gegen einander geneigt sind, ebenfalls eine in jene 
Richtung fallende Druckkraft entsteht; endlich haben wir, um 
die Bedingungungen des Gleichgewichts zwischen den drehenden 
6-Componenten zu finden, die Summe der Drehungsmomente zu 
bilden. 

Bezeichnen wir die nach den Richtungen von ic, r, -ö* wirkenden 
Componenten der auf die Einheit der Masse bezogenen äusseren 
Kräfte durch X, ü, ohne Index und, wie bisher, durch s die 
Dichtigkeit, so sind die Gleichungen, zu welchen jene Betrach- 
tung führt, 


dx ' dr ' r -^'■ 


3« + ar + r (^' - 

-e*) 

a« ' ar ' r ^^ 



§ 163. DiffereDÜalgleicbungen. 337 

* V^ dtW~ dx "^ dr 

WO für den Fall der Bewegung die Beschleunigungen nach dem 
Satze d^Alembert's mit negativen Vorzeichen hinzugefügt sind. 

Führen wir nun in diese Gleichungen die im vorigen § ent- 
wickelten Werthe der Druckcomponenten ein, so entstehen die Differen- 
tialgleichungen 

'lF-(2-+')£?+''(i:J+fi7)+0'+«('Äf;+2fe) 

^ a> _ /av I ^ I A di^\ 

^ dt^ ~^\dx* "^ ar« "T" r dr/^ 

wenn die von aussen her ausgeübten Kräfte 

X = 0, i2 = 0, 9 = 

gesetzt werden. Die Formeln (2.), welche wir auch durch Trans- 
formation der Navier'schen Gleichungen erhalten haben würden, 
dienen zur Bestimmung der Functionen u, q, ^. 

Unsere Aufgabe über den Zusammenstoss von zwei Oylindem 
giebt für jeden derselben ein derartiges System von drei Differential- 
gleichungen, welche sich in dem Falle, dass die beiden Gjlinder aus 
verschiedenartigem Stoffe bestehen, durch die Werthe der Gonstanten 
£, ft, A unterscheiden. Ausser diesen sechs Gleichungen sind die für 
den Moment t = geltenden Bedingungen, welche den Anfangs- 
zustand der Yerrückung und der Bewegung betreffen, für jeden Stab 
zu erfüllen; imd endlich muss den Bedingungen für die Oberflächen 
genügt werden. Die letzteren Bedingungen verlangen erstens für die 
cylindrischen Oberflächen, also für r = s, wenn s den Halbmesser 
eines Gylinders bezeichnet, dass die Druckcomponenten 
V l du , dft\ 

Br (2^ + A)r|j-2(^ + A)p-A|^ (3.) 

e, = — ^r -g^ 
den gegebenen äusseren auf diese Oberflächen wirkenden Druckkräften 

M.am.nn, ElMtioiWt. 22 
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das Gleichgewicht halten, also dass sie verschwinden sollen, wenn 
jene Oberflächen frei von der Einwirkung äusserer Kräfte sind. Ebenso 
müssen für die beiden ebenen Endflächen, also für rr =: und x = ly 
wo l die Länge des betre£fenden Cylinders bedeutet, die Werthe der 
Componenten 


äusseren Eräffcen, deren Werthe gegeben sind, im besonderen Falle 
auch Null sein können, das Gleichgewicht halten. 

Die Form dieser Differentialgleichungen und Grenzbedingungen 
gestattet, sofort die fiir die Anwendung derselben wichtige Bemerkung 
zu machen, dass der Winkel ^ sich von den beiden anderen ge- 
suchten Grössen . u und q völlig getrennt hat, also von jenen ganz 
unabhängig ist. Die Torsion eines Cylinders wird also nicht 
bedingt durch die Dehnungen oder Zusammenziehungen, 
welche er in der Richtung seiner Axe oder senkrecht gegen 
dieselbe erlitten hat 

Diese Schlussfolgerung ist nur an die einzige Bedingung ge- 
bunden, dass die Verrückungen von dem Winkel & unabhängig, also 
für alle Punkte eines Kreises, welcher um den Mittelpunkt eines 
Querschnitts mit dem Radius r beschrieben ist, gleich sein sollen. 

Für unsere Aufgabe, die Theorie des Zusammenstosses elastischer 
Oy linder aus den Grundsätzen unserer allgemeinen Theorie zu ent- 
wickeln, haben wir es nur mit den je zwei ersten Gleichungen der 
Systeme (2.), (3.) und (4.) zu thun*). 

§ 154. Annäherungs-Verfahren. 

Die Integration dieser Gleichungen bewirken wir dadurch, dass 
wir die Functionen u und q in der Form von Reihen darstellen, 
welche nach aufsteigenden Potenzen der Entfernung r von der Axe 
fortschreiten. Wir setzen also 

** *= **o "f" **i^ "f" ^^ + • • • -|^ tt«r" -f- . • . 

P = Po + Pi^ + p2^ H h (>«^" H ; 

1) In^grirt man die dritte Gleichung ebenfalls nach dem im Folgenden 
angewandten Verfahren, so findet man die schon in § 76 angegebene AnflOsnng. 
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worin die Functionen u^, t^? t^ * * -> sowie p^y Pi; ^2 ' * ' ^^^ ^^^ ^^^ 
Coordinate x und der Zeit i abhängen sollen^ und erfüllen die beiden 
ersten Di£ferentialgleichungen (2.) § 153 dadurch, dass wir die mit 
gleichen Potenzen von r behafteten Glieder für sich = setzen. 
Dieses Verfahren fährt sofort zu der Erkenntniss, dass zunächst 

tij «= und pi — 

sein, und dass dann weiter sämmtliche mit ungeraden Ordnungs- 
zahlen behaftete Functionen u^j q^, u^, q^ u. s. f. verschwinden 
müssen. 

Die Coefficienten der somit yerbleibenden geraden Functionen 

t« = Mq -f" ^^ + ^A^ -]-••• 

P = Po + P2^* + P4^ H 

beabsichtigen wir nicht vollständig zu entwickeln, sondern wir be- 
schränken uns auf eine erste Annäherung, indem wir voraussetzen, 
dass die stossenden Cylinder dünn genug seien, um die Beschränkung 
der Reihen auf ihre ersten Glieder 


u = Uo + ttgr« 
P = Po + 9%^ 


(1.) 


gerechtfertigt erscheinen zu lassen. Aus dem gleichen Grunde ver- 
nachlässigen wir in den Differentialgleichungen und in den für die 
Oberfläche gültigen Bedingungen alle Glieder, welche in Bezug auf 
das Quadrat des Radius der Stäbe $', folglich auch in Bezug auf r^ 
höherer Ordnung sind, als von der niedrigsten, welche vorkommt. 

Hierdurch gelangen wir zu der vereinfachten Form der beiden 
ersten Differentialgleichungen (2.) § 153 




(2.) 


Ebenso finden wir für die cylindrische Fläche, welche wir frei von 
äusseren Druckkräften annehmen, statt der beiden ersten Formeln (3.) 
§ 153 die einfacheren 

= 2«, + ^ 

^* (3.) 

0-2(M + A)(»o + *|5-, 

welche r nicht mehr enthalten, aber ebenso wie die Gleichungen (2.) 
für jeden Werth von x gelten. Die vier Gleichungen (2.) mid (3.) 

22* 
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genügen demnach zur Bestimmung der vier Functionen Uq; ti^, (fo) 9i' 
Durch einfache Elimination erhalten wir die Gleichung 

^ dt^ "** fi + x 1^' W 

durch welche zunächst die Grösse Uq gefunden wird; damit sind nach 
den Formeln (2.) und (3.) zugleich alle anderen Grössen bestimmt;^ 
und zwar in einer solchen Weise^ dass auch den Bedingungen für 
die Cylinderfläche insoweit genügt wird^ als es bei dem erstrebten 
Grade der Annäherung erforderlich ist. 

Es bleiben also nur noch die Bedingungen für die beiden geraden 
Endflächen zu erfüllen ; auf diese Flächen wirken die durch die beiden 
ersten Gleichungen (4.) § 153 bestimmten Componenten innerer 
Spannung, welche den äusseren Druckkräften das Gleichgewicht 
halten. Unsere angenäherten Formeln liefern 


-J?, = ^{2«, + ij)r = 0. 


Das Verschwinden der letzteren Componente beweist, dass das an- 
gewandte Annäherungsverfahren nur dann zulässig ist, wenn auf die 
geraden Endflächen keine äusseren Kräfte in der Richtung des 
Radius wirken. Die in der Richtung der Cylinderaxe wirkende Com- 
ponente X des äusseren Druckes aber muss der Componente X^ des 
inneren Druckes das Gleichgewicht halten; es muss also ffir x = 
und für o? »» 2, wo 2 die Länge des betreffenden Cylinders ist, die 
Function Uq der Gleichung genügen: 

X:^i,ll±±l^^. (5.) 

§ 155. Integration. 

Hiermit ist unsere Aufgabe auf folgende einfachere zurück- 
geführt 

Es sind zwei dünne Stäbe von gleichem Stoffe und von gleicher 
Dicke, aber von verschiedener Länge l und V gegeben. In dem 
Augenblick, in welchem der Stoss eintritt, erstreckt sich die Axe 
des ersten von dem Punkte o; <» bis zu dem Punkte x ^=1^ die 
des zweiten von a; = i bis zu a? = i + T = X. In jedem der beiden 
Stäbe wird die Yerrückung durch dieselbe Differentialgleichung 


= o 


2 


at« ^ dx 


% 
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bestimmt, in welcher zur Abkürzung, wie in § 65 und 140, 

CO* = — = J^ ^^ + ^^ 

gesetzt worden ist. Die Function Uq genügt an den beiden von 
Kräften freien Enden der Stäbe, also in den Punkten x «= und 
X =^ L der aus Gleichung (5.) folgenden Bedingung 

in dem Punkte x '^l aber, in welchem sich beide Stäbe berühren, 
muss so lange, als die Berührung dauert, nicht bloss die Ver- 
rückung Uq, sondern auch wegen derselben Gleichung (5.) § 154 der 

Differentialquotient -k-^ in dem einen Stabe denselben Werth besitzen 

wie in dem andern. Endlich sind die Bedingungen für den Augen- 
blick ^ =s 0, in welchem der Stoss beginnt, zu erfüllen, und zwar 
erstens die Bedingung, dass zu dieser Zeit noch beide Stäbe frei von 
inneren Spannungen sind, dass also 

|j = Ofür< = undO<a;<L 

werde, und zweitens, class die Geschwindigkeit für jeden der beiden 
Stäbe einen gegebenen constanten Werth annehme, für den ersten 
den grösseren h, für den zweiten den kleineren V, also 

^ «= Ä für ^ = und < a: < Z, 
^ = A' „ ^ = „ l<x<L. 

Die Differentialgleichung integriren wir nach der d'Alem- 
bert' sehen Methode, indem wir für beide Stäbe 

Uq = f(x -{- cot) -\- ip{x — (Ot) 

setzen. Hier brauchen wir keinen Unterschied zwischen beiden Stäben 
zu machen; denn die für x =^l geltenden Bedingungen verlangen, 
dass für jeden Werth von t sowohl 

Wo = fQ + ß^O + 9G — ß'O; 
als auch 

für jeden der beiden Stäbe denselben Werth annehme*, daraus folgt 
durch Integration nach t, dass auch die Differenz 

f(l + (ot) — fp(l — (ot), 
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mithin ebenfalls die beiden Functionen /*(? + o^) und g>{l — <d^) 
für jeden Werth von t in beiden Stäben eine und dieselbe Bedeutung 
haben müssen. 

Ihre nähere Bestimmung erhalten diese Functionen durch die 
für t = geltenden Bedingungen 

= f(x) + g/{x) für < o; < Z 


09 


= f{x)-tp{x) „ 0<x<l 


aus welchen wir folgende Werthe der derivirten Functionen 

1 Ä ., N 1 Ä 


nx) = 


2 m 

2 OD 


g>'ix) --^ mrO<x<l 

l<x<L 




2 to 

2 09 


n 


erhalten. Eine weitere Eenntniss derselben über diese Grenzen des 
Arguments hinaus erlangen wir durch die für die freien Enden 
geltenden Bedingungen^ welche für jeden positiven Werth von t die 
Beziehungen 

. = f{L + <ot) + q>\L — <ot) 

und damit die Möglichkeit liefern, den Werth von g/ für jedes nega- 
tive und den von f für jedes positive Argument anzugeben. Wir 
erkeunen, dass der Verlauf der Function f durch eine geknickte 
Linie von folgender Gestalt dargestellt werden kann, während die 


iL 


JiL 


AL 


andere ip ähnlich auf der negativen Seite sowohl der Abscissen-, 


— 3X 


— iL 


— X — I 


als auch der Ordinaten-Axe verläuft. Diese Kenntniss der Functionen 
genügt, um für jeden möglichen Werth von x und t zunächst die 
Differentialquotienten von Uq nach x und t und nach diesen auch die 


Function Uq selber zu bilden. 


' 


§ 156. Zwei gleiche Stäbe. 
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§ 156. Erstes Beispiel. Zwei Stäbe gleicher Masse. 

Als erstes Beispiel betrachten wir den Fall, dass die beiden 
Cjlinder gleiche Länge, also auch gleiche Masse besitzen. 
Bilden wir nach den Formeln 


dt 


® in^ + ®o — 9 (^ — ®o} 


die Werthe der Geschwindigkeit und des Molekulardrucks auf Grund 
der vorstehenden Darstellungen der Functionen für den besonderen Fall 

so erhalten wir f&r den Moment t =^0 das auch durch 
die nebenstehende Zeichnung dargestellte Verhältniss 

du. 


dt 


^ = A für a; < i 


X, = 0; 


ebenso finden wir für (ot = ^l 

du' 


= h 


— x. = o 


^^ _-. .., — V. für 0<x<\l 

= Ä' =0 ,,il<x<2l, 

was wiederum die zweite Figur erläutern soll; der beim 
Zusammenstoss an der Stelle x = 1 entstandene Druck, welcher in 
der Zeichnung durch die untere Linie dargestellt wird, hat sich also 
in jeden der beiden Gylinder hinein bis zur Mitte desselben fort- 
gepflanzt und auf derselben Strecke eine Aenderung der ursprüng- 
lichen Geschwindigkeit bewirkt. In dem späteren Augen- 
blick, in welchem mt «^l geworden, ist durch die ganze 
Länge beider Gylinder hindurch die Geschwindigkeit und 
der Druck überall gleichmässig geworden: 

dUn 


dt 


i(A + A') - X, = i£fi)^ (A - A'). 



Weiter ist für wt = ^l 


du 


K 


-X. = 


= :^(A + Ä') =i£ai«(A-A') „ \l<x<il 

= A =0 „ il<x<2l, 
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und schliesslich für est =^ 21 


dt 




= 


für 0<x<l 
l<x<2L 


jf 



In dem Augenblicke, in welchem 

CO V m 

geworden ist, haben also die beiden Stäbe ihre Geschwindigkeiten 
ausgetauscht, und es besteht an ihrer Berührungsstelle kein Druck 
mehr. Demnach werden sich in diesem Augenblicke die Stabe von 
einander trennen, so dass wir schliessen müssen, die Zeitdauer des 
Stosses sei gleich der Grösse T oder der Zeit, in welcher die durch 
den Zusammenstoss erzeugte Druckwelle die Länge eines jeden der 
Stäbe hin und zurück durchläuft. .Diese Zeit ist aber nach § 149 
dieselbe wie diejenige, in welcher der Grundton der longitudinalen 
Schwingungen eines Stabes eine Oscillation ausführt. 

Dieses Ergebniss unserer Rechnung liesse sich durch das Ex- 
periment prüfen, da die Stosszeit durch Benutzung eines elektrischen 
Stromes gemessen werden kann. Man würde den gefundenen Werth 
entweder mit der Schwingungszeit des Grundtons oder, wenn gleich- 
zeitig die Verlängerung des Stabes durch eine Zugkraft oder seine 
Verkürzung durch Druck gemessen und dadurch sein Elasticitäts- 
coefficient m bestimmt wird, mit dem nach obiger Formel berechneten 
Werthe vergleichen. 

Die Werthe der Geschwindigkeiten, mit welchen die Stäbe sich 
nach unserer Theorie von einander trennen sollen, stimmen in diesem 
besonderen, einfachsten Falle vollständig mit denen überein, welche 
die in § 151 vorausgeschickte gewohnliche Theorie des elastischen 
Stosses lieferte. Nicht so in dem folgenden Falle. 

§ 157. Zweites Beispiel. Ungleiche Massen. 

Wir untersuchen zweitens den Fall, dass der gestossene Stab 
doppelt so lang ist wie der stossende; wir setzen also 

V=2l L=>SL 

Auf dieselbe Weise, wie beim vorigen Beispiel, 
finden wir für den Zeitpunkt des A i'angs t=^0 

du. 


dt 




= 


für < a; < Z 
l<x<3l, 


99 


§ 157. Zwei angleiche Stäbe. 
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femer für den Moment, in welchem at^^l wird, 

du. 


= h 


-z«=o 


= i(Ä+A') -iad'CÄ-ÄO „ \l<:p<il 

= h' =0 „ \l<x<Zl, 

darauf für den durch mt = l bestimmten Augen- 
blick 

^ = ^(A-j-Ä'),-Z.=»^«a»»(A-A')fürO<a;<2Z 
=>Ä' =0 „2l<x<^l, 

weiter für den Moment (ot = ^l 

^=Ä' -:^=0 fttrO<a;<ii 

=.i(Ä+Ä') ==4coj»(A-A') „ \l<x<\l 

= A' =0 „il<x<U, 

und endlich für den Zeitpunkl^ in welchem tat = 21 
geworden ist, 










i 









dt 


K 


— Z.= 


fBrO<a?<Z 


In diesem Falle dehnt sich also das Bereich des entstandenen 
Druckes von den zusammenstossenden Stellen aus gleichmässig in 
beide Stabe hinein aus, bis es bei mt^^^l die Längenausdehnung 21 
erreicht hat. Von da an bewegt sich das Gebiet des Druckes, ohne 
an Ausdehnung zuzunehmen, in der Richtung der wachsenden x fort^ 
bis es zur Zeit, wo cd^ «> 22 wurde, ganz in den gestossenen längeren 
Stab übergetreten ist 

Ganz ähnlich verhält sich die Aenderung der Geschwindigkeit 
mit der Zeit. Von dem Beginne des Stosses an bildet sich um die 
Berührungsstelle ein mit der Zeit wachsendes Gebiet, in welchem die 
ursprünglich ungleichen Geschwindigkeiten sich in den arithmetischen 
Mittelwerth beider verwandelt haben. Dieses Gebiet, welches für 
a>t^=^l seine grösste Längenausdehnung erreicht hat, bewegt sich 
von da an in positiver Richtung der x fort und erfüllt in dem 
Momente, in welchem iot~2l wurde, die Länge des zweiten, ge- 
stossenen Stabes. 

Aus diesen Betrachtungen, welche sich leicht auf den allgemeinen 
Fall beliebiger Längen l und V ausdehnen Hessen, folgt, dass auch 
in diesem Falle die Zeitdauer des Stosses 
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beträgt, also gleich der Schwingungszeit des longitudinalen Grund- 
tons des kürzeren, stossenden Stabes ist. Denn in dem Augenblicke 
^ = T ist die Geschwindigkeit des Anfangsquerschnitts des gestossenen 
Stabes grosser als die des Endes des stossenden geworden; femer 
ist der stossende ganz frei von Druckkräften, durch welche er auf 
den andern wirken könnte, in dem gestossenen Stabe aber hat der 
elastische Druck, welcher auf die Anfangsfläche x = 1 ausgeübt wird, 
nach der in § 6 getroffenen Festsetzung über die Vorzeichen der 
Druckcomponenten eine Richtung, durch welche die Grenzschicht nur 
in positiver Richtung gezogen, nicht aber gegen den ersten Stab hin 
gedrückt werden kann. Demnach ist eine nochmalige Annäherung 
der Stäbe ausgeschlossen, und sie müssen sich im Augenblicke t = T 
endgültig trennen. 

Die Geschwindigkeiten, welche in diesem Augenblicke bestehen, 
sind in jedem der beiden Stäbe überall gleichmässig vorhanden; und 
zwar ist die des anfänglich rascher mit der Geschwindigkeit h sich 
bewegenden gleich der des langsameren 

t; = A' 

geworden, während diejenige des letzteren auf 

angewachsen ist. 

Diese Folgerung stimmt keineswegs mit dem Ergebniss der auf 
dem Princip der Erhaltung der Energie beruhenden Theorie überein; 
denn nach Formel (5.) § 151 sollten die Geschwindigkeiten im 
Augenblick der Trennung folgende Werthe haben: 

V = |j(4Ä' — Ä) v= i(2Ä + Ä'). 

Der Widerspruch erklärt sich einfach daraus, dass in diesem 
Falle das Princip der lebendigen Kräfte nicht hätte angewandt werden 
dürfen, ohne dass Rücksicht auf die im gestossenen Stabe noch vor- 
handene Spannung genommen wäre. Aus dieser Spannung entstehen 
Bewegungen, welche sich als Ton hörbar machen werden. Die Be* 
schaffenheit und Stärke dieser Schwingungen würde durch eine Inte- 
gration unserer Differentialgleichung, bei welcher der zur Zeit ^ <» T 
bestehende Zustand als gegebener Anfangszustand anzusehen sein 
würde, leicht berechnet werden können. 
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Wir verzichten auf die Durchführung dieser Aufgabe, sowie auf 
die Untersuchung des Stosses für den Fall, dass die beiden zusammen- 
stossenden Stabe aus ungleichem Stoffe bestehen. 

§ 158. Reflexion eines Stosses. 

Dagegen behandeln wir ein anderes Beispiel , um die Vorgänge 
bei der Reflexion eines elastischen Stosses zu erläutern. Auf einen 
Stab, welcher gegen eine 
feste Widerlage gestemmt 
ist, stosse ein zweiter, 
welcher an zweiPaar Fäden 
so aufgehängt ist, dass er 
sich nur in der Richtung 
seiner Längsaxe bewegen ^^ 


kann. |r 


Auch für diese Auf- 1-$^ 


^^ 



gäbe bleiben die in § 1Ö5 
zusammen gestellten Glei- 
chungen im Wesentlichen gültig, besonders die Differentialgleichung. 
Es ist also auch jetzt die Yerrückung w^, welche sich zur Zeit t an 
der Stelle x findet, durch die Formel 

% = f{x + ml) + 9> (ä? — mt) 

darzustellen, und zwar in jedem der beiden Stäbe durch eine und 
dieselbe Formel. Die Bedingungen zur Zeit ^ «= vereinfachen sich 
insofern, als der eine Gylinder sich in Ruhe befindet. Rechnen wir 
die Coordinate x vom befestigten Ende desselben und nennen l seine 
Länge, V die des anderen, und, wie bisher, L^=l -{-V die gesammte 
Länge beider, so ist zur Zeit ^ = 

^* 1^-0 mrQ<x<l 


*dt dx 

du , du^ 

dt dx 


=0 „ l<x<L 


SU setzen, wenn h die Geschwindigkeit des stossenden Stabes be- 
deutet, deren Werth leicht aus der Beobachtung der anfänglichen 
Ablenkung des aufgehängten Stabes herzuleiten ist. Hieraus ergiebt 
sich, dass 

fürO<a:<Z f'{x) = (p{x) = 


2(D -r \ y 2j5 
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sein muss. Die Verlängerung beider Functionen erreichen wir durch 
Benutzung der Bedingungen ^ dass stets 


für X 


n 


X 




_0 

dt " 

L 

!** 


9)'(— o^) ^= f{pt) 


sein muss. So finden wir, dass beide Functionen f und q>' sich in 
folgender Weise graphisch darstellen lassen: 




i L 






\ 
\ 







l 

1 

L 




• 









Aus diesen Zeichnungen, in welchen das Yerhältniss der Längen 
so angenommen worden ist, dass 

• 

ist, erhalten wir nach dem früher angewandten Verfahren nach- 
stehende Darstellungen des Zustandes, in welchem sich die Stabe in 
Hinsicht auf die Geschwindigkeit ihrer Theile und auf die Spannung 
in ihrem Innern zu den angegebenen Zeitmomenten befinden werden: 


^ = 


Geschwindigkeit 


Spannung 


Cü7^ «= Z 


mt = 2l 


mt = 31 = L 



\ 







• 







§ 168. Reflexion. 
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Oeschwindigkeit 


fot = AI 


mt = bl 


mt=-6l = 2L 


Da in dem Augenblicke 






1 i 






<=T = 


(0 


Spannung 


der kürzere Stab zur Ruhe gelaugt und von Spannungen frei ist, 
während der längere eine gleichmässig vertheilte Geschwindigkeit in 
positiver Richtung besitzt^ so erkennen wir, dass in diesem Augen- 
blicke sj!:h die Stäbe wieder von einander trennen müssen. Die 
Geschwindigkeit, mit welcher der stossende Stab zurückfliegt, ist in 
diesem Falle dieselbe, wie diejenige, nut welcher er aufstiess. Dass 
wir zu diesem mit der gewohnlichen Theorie übereinstimmenden 
Ergebniss gelangten, findet seinen Grund darin, dass in diesem Falle 
am Ende des Zusammenstosses beide Stäbe frei von Spannungen sind. 


Zusatz vom Herausgeber. 

Mit der vorstehend in § 155 bis § 158 enthaltenen Entwicklung 
der Theorie des longitudinalen Stosses stimmt im Wesentlichen die 
Untersuchung überein, durch welche dieselbe Aufgabe später von 
Barre de St. Venant^) gelost worden isi Zur Prüfung der Theorie 
sind mehrere experimentelle Untersuchungen^) angestellt worden, 
welche theils das Ziel verfolgten, die Geschwindigkeiten nach dem 
Stosse zu messen, theils die Zeitdauer des Zusammenstosses zu be- 
stimmen. Es ergab sich keine ganz genügende Uebereinstimmung 


1) Si Venant, Lioayille'a Jonm. 2. Sär. Bd. 12. S. 287. 1867. 

2) Schneebeli, Pogg. Ann. Bd. 143, S. 239, 1871; Bd. 145, S. 828, 1872. 
Boltzmann, Wien. Sitzungsb. 1882, Bd. 84, II, S. 1225. Voigt, Berl. Sitzangsb. 
1882, S. 683; Wied. Ann. Bd. 19, S. 44, 1883. Haasmaninger, Wiener Sitzangsb. 
Bd. 88, 11, S. 768, 1883; Berl. Sitzangsb. Janaar 1885. Hambarger, Breslaaer 
Inaog.-Diss. 1885. 
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zwischen der Theorie und der Beobachtung. Zur Erklärung der Ab- 
weichung sind verschiedene Hypothesen zu Hülfe genommen worden. 
Vielleicht liegt der hauptsächlichste Mangel der Theorie darin, dass 
die beim Stosse entstandene Erwärmung der Stäbe nicht berücksich- 
tigt wurde. Es würde leicht sein, die Theorie unter Benutzung der 
im neunten Abschnitt aufgestellten Formeln nach dieser Richtung 
hin zu ergänzen. 

Die Theorie des Zusammenstosses von elastischen Kugeln ist in 
neuerer Zeit von H. Hertz*) entwickelt worden, und zwar ohne 
derartige Vernachlässigungen, wie sie im Falle von Gylindern noth- 
wendig waren. 


1) H. Hertz, Crelle's Jonm. f. Math. Bd. 92, S. 166, 1882. 


21. Theorie der Elasticität dünner Stäbe. 

§ 159. Allgemeine Formeln und Bemerkungen. 

Das im vorigen Abschnitt für das Problem des elastischen 
Stosses benutzte Verfahren^ die Integration durch Reihenentwicklung 
zu erreichen^ kann ebenso zur Berechnung der Gestaltsveränderungen 
angewandt werden^ welche dünne elastische Stäbe von kreisförmigem 
oder rechteckigem Querschnitt unter der Einwirkung äusserer Kräfte 
erleiden. Von den drei verschiedenen Yerrückungszuständen der 
Dehnung, der Torsion und der Biegung; welche bereits im elften Ab- 
schnitt besprochen wurden^ verdient namentlich die Biegung eine ein- 
gehendere Betrachtung. 

Wir stellen zunächst einige allgemeine Formeln für das Gleich- 
gewicht eines Stabes auf; indem wir nur die einzige Voraussetzung 
einführen; dass der Querschnitt des Stabes überall gleich sei. 

Während für das Innere des Stabes bei dem vorausgesetzten 
Zustande des Gleichgewichts die Differentialgleichungen (A) § 7 
gelten; unterliegen die von Kräften freien Seitenflächen des Stabes 
den Bedingungen (G) § 9; welche durch die Annahme; dass die Axe 
der X mit der Längsrichtung des Stabes zusammenföUt; die ein- 
fachere Form 

= 3^ cos (n, y) + X, cos (n, e) 

= Yy cos (H; y) + Yg cos (n, e) (1.) 

= Zy cos (ft; y) + ^M cos (n, z) 

annehmen, weil der Winkel; welchen die Normale n der Oberfläche 
mit der a;-Axe bildet; ein rechter ist. 

Mit Hülfe dieser für die Oberfläche geltenden Gleichungen leiten 
wir aus dem Theorem (A) durch Integration über den Querschnitt 
des Stabes einen einfachen Satz ab. Es ist das über diese Fläche 
ausgedehnte Doppelintegral 
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Dieses geschieht, wenn für y = und «r «» nachstehende Be- 
ziehungen zwischen den X-Componenten bestehen: 

= Xy + i,R'-^ = X, + il? 


ax^ ax„ ax, ax, , ^ 

cy dz * dy dz ^ ^ 

A y_ y 2 — «= - - 2 - • 

ay* dz* öydz dz* dy* dydz 

Ebenso gelten für die zweite und dritte Richtung der Goordi- 
naten die Gleichungen 

d*Y d^Y 

dY„ dY^ dY^ dY, 

= ^ = ^ 4- = ' 

dy dz * dy dz 

= !!^ _ ^^ _ 2 - ^ = ^-^-2 —^- 

dy* dz* dydz dz* dy* dydz 

= Z, + iU^^ = Z, + iU«^ (1*^-) 

ay dz ' aj/ a« 

_-. y y 2 — = - ■ - 2 - 

dy* d*z dydz dz* dy* dydz ' 

wenn in denselben ff =^0 und jer «= gesetzt wird. Es bestehen also 
für jeden Punkt der Axe des Stabes 21 Bedingungsgleichungen. 

Führen wir dann auch in die Gleichungen (2.) § 159 eine Ent- 
wicklung der Componenten nach Potenzen von y und js ein, so er- 
halten wir nach Ausführung der Integration unter Vernachlässigung 
der Glieder vierter Ordnung 

worin wiederum y = und je? = zu setzen sind. Von diesen 
Gleichungen lassen sich die zweite und dritte mit Hülfe der Be- 
dingungen (1.) erheblich vereinfachen und so umgestalten, dass sie 
von den Druckcomponenten ebenfalls nur Xx enthalten. 
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Durch die ersten beiden Gleichungen (la.) wird zunächst 

■«: -t- 1 ■« \-^Y "*" T^M * ■" dx \~d?^ ~ ^ T^J 

Femer ist durch Differentiation des Theorems (Ä) unter Benutzung 
der letzten Gleichungen (la.) 

^y dxdy * ^y' * ^y^;? dxdy * l a^er" ^y" 

dx ö'^, ^'^„ ^'^z ^'^^ f^'^s ^*^. 
TT "" ä^^ "* äyä7 ■'■ 'dz^ "" äiW ~ * l"äy^ ^ T?" 

und, wenn wir diese Gleichungen zu den vorigen hinzufügen^ so er- 
halten wir die Formeln 






welche, wie alle vorstehenden, nur für die Werthe y =* und z = 
gültig sind. Sie enthalten aber keinerlei Beschränkung in Hinsicht 
auf die Beschaffenheit des Stabes, sondern sie gelten sowohl für un- 
krystallinische, als auch für krystaliinische Stoffe^). 

§ 161. Formeln für die Verrückungen. 

Indem wir jetzt die Voraussetzung eintreten lassen, dass der 
Stab aus einer unkrystallinischen Substanz bestehe, führen wir in 
die Gleichungen (3.) die Werthe der Druckcomponenten ein, wie sie 
in den Formeln (4.) § 60 als Functionen der Verrückungen angegeben 
sind. Dabei benutzen wir die 21 in den Formeln (1.) § 160 auf- 
gestellten Beziehungen zwischen den Componenten, um ihre Werthe 
lediglich durch Differentialquotienten nach dx auszudrücken. 


1) Wenn aach die weitere Entwicklung der Theorie in dieser Vorlesung 
nur für nnkrystallinisclie Körper gegeben wird, so ist sie doch vom Verfasser 
auch ffir den allgemeineren Fall eines krystallinischen Stäbchens durchgeführt 
worden. Die Ergebnisse seiner Rechnung sind von Baumgarten und Voigt 
bei ihren in § 91 und § 93 erwähnten Arbeiten verwerthet und zum Thoil ver- 
öffentlicht worden. 

23* 
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Bei dieser Werthbestimmung der Componenten dürfen wir in 
den Formeln (1.) alle mit dem Factor B^ behafteten Glieder fort- 
lassen; denn da die in den Gleichungen (3.) vorkommenden Functionen 
der Druckcomponenten bereits den Factor R^ enthalten^ so vernach- 
lässigen wir dadurch im Schlussresultat nur Glieder von der Grossen- 
ordnung der bereits fortgelassenen. Demnach können wir setzen fQr 
y = und j^ «= 0: 

== Xy = Y^ = r, = Zy = Z, = X, 

= Fy = Z, 

oder 

^ du X dv ^ ^ü , dw ^ dw , du 

dy * dx dz "^ dy dx * dz 

o=x^ + l;^,+x)^+x^ o-j|i+A|i+(2^+»)|j . 

Ebenso gelten ftir denselben Werth von j^ und je; die früher unter 
(1.) § 160 angegebenen Beziehungen zwischen den ersten Differential- 
quotienten des Druckcomponenten. Aus diesen Formeln^ welche nach x 
differenzirt werden dürfen, erhalten wir für y = und ;? = 

du_^ _^ dv_ ac ^ 1 X du 

dy dx dy 2 (l-^-Jl dx 

du dw dw X X du 

dz dx de 2 (l-\-X dx 

d*u _d^u _ 1 X g'tt d*u ^ ,- . 

dy*~ dz"" ~ 2 ii + X dx^ ' dydz "^ ^ ^^'^ 

d^v d^v ^ a«tg 1 X d^v 

dy* "^ dz* ~dydz'^ 2 /* + Z dx* 

d*w _d*w _ d*v ^1 X d*w 
dy* ~ dz* ~dydz ~ 2 f*-f X dx* ' 

Durch Einsetzen dieser Werthe lassen sich die in den Glei- 
chungen (3.) § 160 enthaltenen Differentialquotienten des Druckes in 
folgender Weise 

^^x d*v ^^x d*w ,„v 

W^^'d^ ~d7 = ^d^ ^^'^ 

umgestalten, wenn der Elasticitatscoefficient 

gesetzt wird; und wir erhalten jene Gleichungen in der Form 
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(3.) 


worin überall y «=» und x? = zu setzen isi 

Von diesen Gleichungen gelangen wir zu den Differential- 
gleichungen , welche v und tOy also welche die transversalen Be- 
wegungen des Stabes bestimmen, wenn wir statt der Componenten 
Xf Yf Z der äusseren Kräfte die Grössen 

y ^*** TT ^'t? y d*w 

einsetzen, in welchen b die Dichtigkeit des Körpers bedeutet Ist die 
gestellte Aufgabe der Art, dass wir von äusseren Kräften abzusehen 
berechtigt sind, so haben wir in den obigen Formeln die Werthe 
ihrer Componenten durch die mit — s multiplicirten Beschleunigungen, 
mithin 


a«r . a«r 


und 


r , a«r , , a« /a«« , a«r\ 


also durch Grossen zu ersetzen, welche nach den Gleichungen (1.) 
verschwinden. Weiter ist in den Formeln (3.) 

dX . . a* du a« dv 

durch - 6 -^ -^ = 6 _ 


dy " a<* dy " dt* dx 

und 

a« ^'^^^^^ ^ at« dz ~^ dt* dx 

zu ersetzen, so dass diese Formeln die Gestalt 

^*«^ 14 T>« a* a*io « T*o a*«7 


-*Tir+t«R*äF-iF^ = i^ 


m 


a«* 

f&r den Fall der Bewegung erhalten. 

Hierin aber können wir die zweiten Glieder linker Hand fort- 
lassen, weil, wie die Gleichungen selber lehren, die beschleunigenden 
Kräfte von derselben Grössenordnung wie IP sind. Wir vernach- 
lässigen also nur Grössen vierter Ordnung, wenn wir als Diffe- 
rentialgleichungen für die transversalen Bewegungen des Stabes die 
Formeln 
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^ ~ at« ^^ * -" "7 "äS^ 

annehmen^ welche für die Bewegung der Mittellinie y = 0, ;? = 
gelten. 

Für die longitudinalen Bewegungen bleibt dagegen die mit der 
ersten Gleichung (2.) § 160 in Uebereinstimmung befindliche Diflfe- 
rentialformel 

a'u __ ^^x _ a«u ,.. 

welche schon in vorausgegangenen Untersuchungen hergeleitet wurde, 
unverändert in Gültigkeit. 


§ 162. Biegung eines mit einem Ende befestigten Stabes. 

Die DiflFerentialgleichungen (4.) bilden die Grundlage für die 
theoretische Berechnung der Biegung, sowie der Tonschwingungen 
eines runden elastischen Stabes, wenn wir von dem Einflüsse der 
Schwerkraft auf die Masse desselben absehen. 

Für das erstere Problem, das der Biegung, haben wir, da es 
sich um die Bestimmung eines von der Zeit t unabhängigen Gleich- 
gewichtszustandes handelt, die einfacheren Gleichungen 

zu integriren. In die Auflösungen derselben werden je vier Con- 
stanten eintreten, welche ihre Bestimmung aus Bedingungen erhalten 
müssen, die wir vorher zu formuliren haben. 

Der Stab möge mit dem einen seiner Enden x ^=^0 fest ein- 
geklemmt sein; dann muss 

t;==0 und w=^0 für a; = (2.) 

sein. Für denselben Anfangsquerschnitt muss aber auch die Com- 
ponente w = sein und zwar nicht bloss für das Centrum, sondern 
für jeden Punkt des Querschnitts; es ist also für :v = 0, aber f&r 
jeden Werth von y und jer, 

WO der angehängte Index Null bedeuten soll, dass y ^==0 und ^ «= 
zu setzen ist. Es ist also für o; «= auch 
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und unter Rücksicht auf die Gleichungen (1.) § 161 für den Punkt 
a;=.0, ff = 0, a — 

»-■fe- » = S- (3-) 

Das andere Ende des horizontal gerichteten Stabes x^a sei 
durch ein angehängtes Gewicht belastet. Für das Gleichgewicht des 
letzten Querschiutts ist die EriVlluog von sechs Bedingungen er- 
forderlich, von welchen drei aussagen, dass fQr jede Coordinaten- 



richtung die Summe der Componenten yerschwindet, während die 
drei anderen fordern, dass die Momente der Drehung um die drei 
Coordinatenaxen fortfallen. Von diesen Bedingungen kommen jedoch 
ftlr unsere Aufgabe zwei nicht in Betracht, nämlich die beiden, 
welche sich auf die mit der Längsaxe des Stabes zusammenfallende 
Axe der x beziehen. Da wir von Torsion absehen, so handelt es 
sich nicht um das ron den Kräften ausgefibte Moment einer Drehung 
mn die x-Axe. Ebenso erffiltt sich die Bedingung, dass die Summe 
der X- Componenten verschwinden muss, von selbst dadurch, daBS die 
in verticaler Richtung ziehende Kraft des angehängten Gewichtes 
die horizontale Ausdehnung der Längsaxe nicht zu verändern ver- 
mag; es ist also n -^f) fdr y = und « = 0, und es verschwindet 
aus demselben Grunde die Qber den Querschnitt ausgedehnte Summe 
der Componente X^. Somit bleiben fQr ir -» a nur vier Bedingungen 
zu erfDllen; erstens müssen die Über den Querschnitt des Stabes aus- 
geführten Summen der Componenten 

- ^{r. + T), - 2'(Ä + 2') (4.) 

f flr a; ^ a verschwinden, worin T' und Z' die Componenten der vom 
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welcher dem Cubus der Länge des Stabes direct und der vierten 
Potenz des Badius umgekehrt proportional ist^). 

§ 163. Vierkantiger Stab. 

Die Formeln gestalten sich nicht wesentlich anders, wenn wir, 
statt wie bisher den Stab als cylindrisch vorauszusetzen, jetzt an- 
nehmen, dass sein Querschnitt rechteckig sei. 

Legen wir die Axen des Coordinatensystems, dessen Anfangs- 
punkt, wie bisher, der Mittelpunkt des einen Endquerschnitts sein 
möge, parallel den Kanten des Stabes, deren Länge a, 6, c sei, so 
erhalten wir für die Seitenflächen die Bedingungen, dass 

werde. Führen wir auch in diesem Falle eine Reihenentwicklung 
nach aufsteigenden Potenzen von y und z durch, so nehmen diese 
Bedingungen die Form 

an, wenn den Grossen, welche Druckcomponenten oder deren Diffe- 
rentialquotienten bezeichnen, diejenigen besonderen Werthe ertheilt 
werden, welche jene Functionen für y = und ^==^0 annehmen. 
Da diese Gleichung für jeden zwischen den Grenzen — ^ c und + ^ c 
liegenden Werth von z erfüllt werden muss, so zerfallt sie in eine 
grosse Anzahl einfacherer Gleichungen, deren erste die folgenden sind: 

= X« 4- — ^ ^ -I 

^ dy ^2.3 8 ^y» ^ 

"" dyh "^2.8 4 dy^dz "*" 
^ dg* ^2 4 dy'dz* ^ 


1) In dem vom Herausgeber eingeBchalteten § 76 ist die Biegung eines 
Stabes unter etwas anderen Voraussetzungen nach St. Venant behandelt. Die 
dort gegebene Auflösung folgt auch aus den hier entwickelten Formeln, wenn 
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Diese Gleichungen gelten fär y ^^ and je; «= 0. Durch ganz die- 
selben Beziehungen sind die DifFerentialquotienten von Yy und 
Zy unter einander verbunden; und für die Componenten X«, F«, Z, 
erhalten wir entsprechende Formeln. 

Diese Beziehungen fQhren wir ein in die zweite und dritte Glei- 
chung des Theorems (2.) § 159, durch welches die Gleich gewichts- 
bedingungen der auf einen Querschnitt wirkenden Kräfte festgestellt 
werden. Entwickeln wir auch hier nach Potenzen von y und 0, so 
erhalten wir, wenn wir uns auf die Glieder bis zur zweiten Ordnung 
beschränken und diejenigen vierter und höherer Ordnung vernach- 
lässigen, 

^■♦"S-SU ay«"r 4 ajp* J a« V *'*'2.3l4 ay» ■*■ 4 dz* ]J' 

worin wiederum j^ = und jET «a zu setzen ist, und nach den 
obigen Relationen mit demselben Grade der Annäherung 

y , j_U«a^ , c«a[r| i_ a /c' ^'^x 6'^'y«\ 

^"*"2.3l 4 ay* "^ 4"ajp» J ""2,8aÄ \4 dz* 2 dy* ) 

^ "*"2.3i 4 ay» ' 4 aa*j 2.3 a» \ 4 dy* 2 a«* / 

Eine weitere Vereinfachung erreichen wir durch das bereits in 
§ 160 benutzte Verfahren, welches auf dem Theorem (A.) beruht, 
und zwar wird 

b* d*X\ 1 b* ^'^x 


y , 1 f&«a«r , c« d*Y , 
^ ■♦'2.3I4 ay* "♦■ 4 dz* "^ 


ay* ^ ^ dz* ^2 aa;ay) 3 4 dx*dy 

X\ i c* ^'^x 


^■*" 2.31 4 ay» ■*■ 4 a;?* ■*" 2 ao: 


(3.) 


dy* ^ ^ dz* * 2 aa:a-&j 3 4 dx*dz 


In diese für y = und j» = geltenden Formeln haben wir 
nun statt der Druckcomponenten die Verrückungen einzuführen, 
wobei wir, da Xx bereits mit den Factoren b^ und c* versehen ist, 
Gleichungen zur Anwendung bringen können, in welchen nur die 
Glieder beibehalten worden sind, welche in Bezug auf die kleinen 
Grössen b und c von der nullten Ordnung sind. Daraus folgt^ dass die 

Pbs und statt der Bedingungen (7.) in Uebereinstimmung mit den in (5*.) 
angefahrten Werthen 

^* 4 ^ f^ f* + X dx* 
für y sa und z =^ gesetzt wird. 
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früher in § 161 fOr den dünnen Cy linder aufgestellten angenäherten 
Gleichungen auch für den jetzigen Fall angewandt werden dürfen. 
Es bleiben also die in den Gleichungen (1.) § 161 enthaltenen Be- 
ziehungen zwischen den Dilatationen auch hier gültig, und es ist^ wie 
früher, nach den Gleichungen (2.) § 161 zu setzen: 

dy dx* 

^ ^ £!!?. 

dz dx* ' 

Durch eine weitere ganz der früheren Beweisführung folgende 
Ueberlegung erkennen wir, dass auch jetzt in den Gleichungen (3.) 
die links vom Gleichheitszeichen in den E^lammern stehenden Grössen 
fortgelassen werden dürfen, und daraus ferner, dass die Bewegungs- 
gleichungen für den vierkantigen Stab die Gestalt 

^ "" a«* ■*" 3 4 e a«* 

— j- JL f! !?: ^ ^ '^ 

annehmen, so dass sie sich nur durch den Werth der Constanten 
von den für den Cylinder aufgestellten Gleichungen unterscheiden. 

§ 164. Biegung eines in zwei Punkten unterstützten Stabes. 

Ebenso sind die Grenzbedingungen für die Enden des vierkantigen 
Stabes nur wenig von den für den runden Stab gültigen verschieden. 
Von grösserem Einfluss ist die Abänderung, welche wir jetzt in den 
Bedingungen eintreten lassen wollen. Wir denken uns den Stab auf 
den zwei unterstützten Enden 
ruhend und zwischen beiden 
durch ein angehängtes Gewicht 
belastet. Dann haben wir nicht 
bloss für die beiden freien Enden, 
sondern auch für die belastete 




Stelle in der Mitte Bedingungen zu erfüllen; und aus dem letzteren 
Umstände geht hervor, dass die Differentialgleichungen für jede der 
beiden Hälften des Stabes, rechts und links von dem Belastungs- 
punkte, gesondert durch Functionen, welche im Allgemeinen von ein- 
ander verschieden sein können, zu erfüllen sind. 

Nehmen wir wieder die Richtung der e als vertical nach unten 
gerichtet an, so können wir von der Yerrückungscomponente v, welche 
für y «s und jet «= verschwindet, absehen und haben allein w aus 
der Gleichung 
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^-0 ' (1.) 

zu bestimmen, welche sowohl für die eine Hälfte, deren Länge a^ 
sei, vom freien Ende rc = — a^ bis zum belasteten Punkte a; = 0, 
als auch für die andere Hälfte, deren Länge wir a^'^ a — a^ nennen, 
vom Punkte x ^=0 bis zum zweiten freien Ende x = a^ gilt. 

Da die beiden Enden unterstützt sind, so bestehen zunächst die 
Grenzbedingungen für ^ <» — a^ und x^=^ a^^ dass 

m; = (2.) 

sein muss. Um die weiteren Bedingungen für eins der freien Enden 
zu finden, ersetzen wir die Wirkung der festen Unterstützungen 
durch nach oben gerichtete Kräfte, welche dem auf die Unterlagen 
ausgeübten Drucke das Gleichgewicht halten, Z^ im Punkte a;*=» — o^, 
Z^ im Punkte x <= a^. Dann gelten für den Gleichgewichtszustand 
die Formeln 

= Zi— Cdy Cdz{Z^ + eU^,\ für x = — a^y 

8 2 


— b — c 


O = Z^+fdyfd0[Z, + eiß.) „ 


rr = Og 


— — 6 --c 

8 2 


während die für die F-Componenten gültige Formel 


1^ 4^ 

2 2 


0= Cdy rd0{Y^ + etc.) 


— — 6 — — c 
2 2 


an beiden Enden für x = — a^ und für o: = o, zu erfüllen ist 
Femer müssen die Werthe der Drehungsmomente um die y- und die 
0-Axe, welche unter Rücksicht auf die vorstehenden Bedingungen 


"1 ^ 1 

2 2 


My fdy p*«{z, + ^y + ..} =0 


—"-b — — C 

2 2 

•TT* -^rc 

2 2 


Jlf, = fdyfdzyf^X^+^^y + '^j =0 


1 X 1 
— -— ft — — c 

2 2 
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sind; verschwinden. Die Ausfuhrung der Rechnung nach demselben 
Verfahren wie in § 162 ergiebt; da wir z nach unten positiv rechnen, 


für a; = - a^ = - Z^ — ^ l(?m -^ 


yj x= a^ = —Z^ + ^r-j h(?m 


und für beide Enden 


3.4 "" dx' 

1 , o dH 
3 . 4 dx^ 


(3.) 


^ 1 ,3 d^v 

- M, = I &C»»» £?- = 

Von den letzteren drei Gleichungen wird die erste und letzte schon 
dadurch erfüllt, dass für die Mittellinie t; = ist; es bleibt also 
für beide Enden x = — a^ und x = a^ nur die Bedingung 

und die Gleichungen (2.) und (3.). 

Indem wir nun schliesslich die Bedingungsgleichungen für den 
durch das angehängte Gewicht P belasteten Querschnitt a; = auf- 
stellen, haben wir die Unterscheidung zwischen den beiden Func- 
tionen to^ und M?2 einzuführen, von welchen die erstere den Werth 
von w für negative, die andere für positive Werthe von x darstellt. 
An der Stelle x = müssen aber, so lange der Stab nicht bricht, 
beide Functionen gleiche Werthe annehmen: 

«?i = w;2 für a? =s 0. (5.) 

Dazu muss für denselben Punkt 

^ = -^^- fara; = (6.) 

sein, weil an dieser Stelle auch die Componente u nicht unstetig 
wird und desshalb ebensowenig die in der Entwicklung (§ 162) 


« = «o + (|j-)„y + (-|^)/ + 


vorkommende Grosse (Glchg (1.) § 161) 

du dw 

dz dx 

Ferner müssen sich an dieser Stelle die Drehungsmomente, welche 
in beiden Stabhälften auf die äussersten Querschnitte ausgeübt 
werden, das Gleichgewicht halten-, nach der soeben für My auf- 
gestellten Formel muss also 
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^-^ «r— CT.) 

sein. Endlich heben die beiderseitig wirkenden Kräfte die Wirkung 
P der Schwere auf die angehängte Last auf; es ist also nach An- 
leitung der Formeln (3.) noch 

0»P + ^5...(^_^) mr. = (8.) 

ZU machen, womit alle Grenzbedingnngen entwickelt sind. 

In Folge dieser Bedingungen finden wir, dass die Auflosung 
der Differentialgleichung (1.) folgende Form für die erste Hälfte des 
Stabes von a? = — a^ bis x = 

«'> = S?- (2«x«« - 2(«i -<H)x-3^-^\ (9.) 

annimmt, dagegen fßr die zweite Hälfte von x^^Ohis x = a^=^a — a^ 

«"^ = -S? (2«i«. - 2(ai - «.)a; - 3a^ + f 1 • (10.) 

Zugleich ergiebt sich zwischen den drei Druckkräften P, Z^ und Z^ 
die mit dem Hebelgesetz übereinstimmende Beziehung 

Zia = Pa^ Z^a^=^Fa^. 

Die Senkung in dem belasteten Punkte x ^=^0 beträgt 

maoc^ 

und in dem besonderen Falle, dass das Gewicht P genau in der 
Mitte des Stabes hängt, also für ^i = o, <» ^a. 

Die Richtung der Tangente, welche in dem belasteten Punkte die 
Mittellinie des gebogenen Stabes berührt, ist durch die Formel 

(-^-) 3^4 -P^i^aC«» — «i) 
\dx/Q mahc^ 

gegeben. 

Aus den für W erhaltenen Formeln lässt sich leicht auch die- 
jenige Senkung berechneu, welche ein an einem Ende festgeklemmter 
Stab durch ein am anderen hängendes Gewicht erleiden würde. Dazu 
bedarf es nur der Ueberlegung, dass die Biegung denselben Werth 
behalten würde, wenn der Punkt x ^=0 fesi^ehalten würde, während 
die Enden durch die Kräfte Z^ und Z^ gehoben werden. Wir er- 
setzen deshalb a^ und Oj durch a, also a "» a^ -|' o^ durch 2a, ferner 
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Bei dieser Art zu beobachten sind beide Enden frei; es ist also, 
wenn wiederum a die Länge des Stabes , in dessen Mitte wir den 
Anfangspunkt der Coordinaten verlegen, bedeutet, sowohl für o; «» — \a, 
als auch für x^=^^a nach den im vorigen § gegebenen Erläuterungen 

= -^-r und j^. (2.) 

Damit sind die erforderlichen vier Bedingungen aufgestellt, und es 
ist V vollständig bestimmt, wenn noch für ^ «» der Werth der 
Yerrückung und der Geschwindigkeit für jeden Punkt des Stabes ge- 
geben ist. 

Ein particulares Integral der Gleichung (1.) ist die Function 

t; = Q cos a^ht + ß' sin o^ht, (3.) 

in welcher to eine beliebige Constante, ß und ß' aber Func- 
tionen von X 

ß ~A co3G)x + B sin orc + C (e"' + er""') + D (e'"' — c"*"*) 

ß' — Ä' cos mx -f B' sin (ox + C{d"'+ c""*) + D\d"' — 6-"*) 

mit je vier willkürlichen Constanten Ä, B, C, D und Ä\ B', C, D' 
bedeuten. Die Grenzbedingungen (2.), welche für jeden Werth von t 
gelten, lassen sich auf zweierlei Weise erfüllen, entweder dadurch, 
dass wir 

o a 

S S 

tang o y -= (4a.) 

Ol — - — Ol — 

e * +e * 

ktti — -^ CO - \ /■ I •*' — ci>jr\ I 

e * + e * j cos cox + cos o ^ ^e + e / [ 

CU — — ®-S"\ I n I ^* , — tOX\\ 

e 2^e * I cos coa; + cos CO _-\e +^ /[ 
setzen, wo J? und E' neue Constaute sind, oder dadurch, dass wir 

a a 

tang « Y = —^ ä (4 b-) 

<u — - — «o — 

KCO «^ —CO — \ _ I (OX — (0«\ I 

e * — e ^ 1 sin a>rr + sin ßj . . \e — e )\ 

^ (5b.) 

ß'= F' I (c * — e ^ j sin oja; -f- sin CD 5- \e ' — e *" j | 

machen, wo ebenfalls F und jP' constante Grössen bedeuten. 

Neu mann, ElMtieität. 24 
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Als vollständige Auflösung der Differentialgleichung erhalten 
wir demnach eine Reihe von Gliedern, von welchen jedes die Form 
des Ausdrucks (3.) besitzt. In dieser Reihe sind alle Werthe von &, 
welche entweder der Gleichung (4a.) oder (4b.) genügen^ zu berück- 
sichtigen, und es ist für Q und Q' der zugehörige imter (5 a.) oder 
(ob.) angegebene Ausdruck einzusetzen. Die in diesen Functionen 
enthaltenen Gonstanten E und E' oder F und F' können nach dem 
bei Fourier'schen Reihen gebräuchlichen Verfahren aus den für 
^ es als Function von x gegebenen Anfangswerthen der Verrückung 
und der Geschwindigkeit bestimmt werden. 

Wenn wir eine solche Beschaffenheit des Anfangszustandes vor- 
aussetzen^ dass alle Glieder der Reihe bis auf eines verschwinden^ 
so haben wir es mit einer einfachen periodischen Bewegung zu thun, 
welche unter geeigneten umständen als reiner Ton hörbar sein wird. 
Die Schwingungszeit T desselben wird durch die Formel 

bestimmt; die Schwingungszahl ist also, wenn wir (oa=^ ilf setzen, 

wo der Coefficient x entweder nach der Formel 

X* = — iZ' oder x* = -- — 

4 3 4 

von der Dickendimension des Stabes abhängt. Die Grösse ^ aber ist 
durch eine Wurzel der Gleichung (4 a.) oder (4 b.) bestimmt. 

Die beiden durch das Vorzeichen imterschiedenen Formeln (4.) 
lassen sich durch eine einfache Transformation auf die gleiche 

Gestalt 

1 = -^ cos (oa (7a.) 

zurückführen, sodass il) als Wurzel der transcendenten Gleichung 

1 = ''^+g'"'^ cos t (7b.) 

bezeichnet werden kann. Die Werthe der Wurzeln dieser Gleichung, 
von welchen wir nur die positiven zu kennen brauchen, lassen sich 
mit sehr grosser Annäherung durch ein einfaches Constructionsver- 
fahren auffinden. Wir zeichnen zwei Curven, deren Ordinaten qp 
und X nach den Formeln 

q) =z cos ip %^ 


e^+ c 


r-tp 
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von der Abscisse ^ abhängen. Die zweite Curve, deren Ordinate 
von dem für ^ = geltenden Werthe % = 1 mit wachsendem if 



allmählich bis zum Werthe X'^^ herabsinkt, schneidet die erstere 
welche regelmässig periodisch auf- und absteigt, in Punkten, deren 
Abscissen 

die Wurzeln der Gleichung (7.) sind. Durch genauere numerische 
Berechnung findet man die kleinen Correctionen 


(Jj = 10 0'40",9 


ö^ = 2'40",3 


8 


-6",9..., 


welche eine sehr rasch a'bnehmende Reihe bilden. Hieraus folgt 
nach der Formel (6.) das lange vor der Entwicklung dieser Theorie 
bekannt gewordene Gesetz, dass die Reihenfolge der Töne eines Stabes 
sehr nahe durch die ungeraden Quadratzahlen bestimmt wird, so 
dass die Schwingungszahlen 

j=-9C, 25 C, 49 C . . ., 
sind, wenn C die durch die Formel 

bestimmte Constante bedeutet. 


§ 166. 'Schwingungsknoten. 

Um die Lage der bei einem bestimmten Ton in Ruhe bleibenden 
Schwingungsknoten zu finden, welche durch die Gleichung 

ß = oder Q' = 

bestimmt sind, nehmen wir mit diesen Functionen noch eine Um- 
gestaltung vor, indem wir die aus den Formeln (4.) unter Benutzung 
von (7 a.) folgenden Beziehungen 

24* 
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a a 

w — - — Ol — • 

sin w ~ = + ycos (oa 


u,±^±y, 


COS o -r- = -f- 1^ COS oa 


2 

a a 

« _ — « ,r 


2 — ^ 2 

anwenden. 

Hier ist das Vorzeichen der Quadratwurzel nach einer einfachen 
durch den Werth von ^ oder m bedingten Regel zu wählen. Es 
ist ^ von der Form 

^=a>a = ^^^ Ä - (- lydn 

wo n eine ganze Zahl, die Ordnungszahl der Wurzel co, d«, aber eine 
Correction von kleinem positiven Werthe ist. Demnach ist 

cos ^ SS sin d,i sin tff = (— 1)" cos d», 

femer für ein ungerades n 

cosi^ = C-l)^'8i^(T-(-l)"T) 
sin I ^ = (- 1)^ cos (f - (- 1)« ^) 
und für einen geraden Werth von n 

l^-(-l)^C08(|—(-l)4") 

Bin i- ^ = (- 1)"»" sin (|- (- 1)" y) • 

Hiemach ergiebt sich die Bestimmung der Vorzeichen so, dass für 
ein ungerades n beide Vorzeichen ungleich, nämlich 


cos 2 



.+1 „- _„_ 

sm CO Y — 

— ( — 1) * ^cos taa ^ 

• 

cos CO - - = 

( 1) " Vcos ©a * Y 


ZU setzen ist, so dass die Gleichung (4a.) § 165 gilt; dagegen sind 
für ein gerades n beide Vorzeichen gleich^ und es gelten die Formeln 


sinßj-^=(-l)'l/coscöa 


a a 

2 2 

C — e 

2 


a a 

to — — » - - 

2 I . 2 


COS CO — = (— 1) ycos coa ~ 

sowie die Gleichung (4 b.) § 165. 
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Wenden wir diese Beziehungen auf die in den Formeln (5.) 
§ 165 angegebenen Werihe von Q und Q' an, so finden wir, dass 
Schwingungsknoten eines Tones sich an den Stellen bilden werden^ 
deren Ordinaten durch die Gleichung 

= 2cos mx + (— 1) * |/cos ma (c"' + c^"') 

bestimmt werden, wenn die Ordnungszahl n des Tones ungerade ist; 
dagegen entstehen, wenn die Ordnungszahl n gerade ist, Schwingungs- 
knoten an den durch die Formel 


— 2 sin (orc + (— 1)« >/cos ma (f - c^"*) 

gegebenen Stellen des Elangstabes. 

Nach diesen Formeln- hat Strehlke^) fOr die 12 tiefsten Tone 
eines Stabes den Abstand der Knotenpunkte von einem der Enden 

des Stabes, also die Grösse + (y "~ ^) ^^^ ^ Verhältniss zur 

Länge desselben a berechnet; nachfolgende Tafel enthält einen Theil 

der Zahlen. 

n=l n=2 

(ia — a:i):a 0,224 0,132 

(i« — ^a)-« 0,776 0,5 
(ia — x^):a 0,868 

Diese Werthe beweisen, dass die Abstände der Ejiotenpunkte von 
einander keineswegs so, wie bei einer schwingenden Saite, alle gleich 
gross sind. Die Beobachtungen Strehlke's, welcher die Lage der 
Knotenpunkte durch aufgestreuten Sand bestimmte, bestätigen die 
theoretischen Resultate, 

Anmerkung des Herausgebers. 

Die Differentialgleichung vierter Ordnung, welche die Grundlage 
der vorstehenden Untersuchungen über die Elasticität dünner Stäbe 
bildet, ist zuerst von Daniel Bernoulli^ aufgestellt und integrirt 
worden. Das Verfahren, welches hier benutzt wurde, um die 


tt — 3 

n=-4 

n«5 

0,094 

0,073 

0,060 

0,358 

0,279 

0,228 

0,642 

0,5 

0,409 

0,906 

0,721 

0,591 


0,927 

0,772 
0,940. 


1) ^ogg. Ann. 1833, Bd. 28, S. 613. Doyens Bepertorium Bd. 8, S. 110. 

2) Bernoulli, Comm. Acad. Petrop. T. 13, 1761, de vibrationibus et sono 
laminanim elasticaram pag. 106; de sonis multifiEkriis etc. p. 167. 
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Schwingungen cdnes Stabes zu berechnen^ findet sich auch bei 
Euler^), Riccati*), Poisson^) und Cauchy*). In den Arbeiten 
der Letzteren ist femer Rücksicht genommen auf die Yerbesserong, 
welche an den Formeln angebracht werden muss, wenn das Gewicht 
des Stabes nicht zu vernachlässigen ist. Die Integration der 61ei> 
chungen für diesen Fall hat Zoppritz^) ausgeführt. 

Die Bernoulli'schen Gleichungen sind, wie die Herleitung lehrty 
nur annäherungsweise gültig und führen daher, wie de St. Yenant^ 
gezeigt hat, nicht in allen Fällen zu Schlussformeln, welche den 
Beobachtungen mit möglichst grosser Genauigkeit entsprechen. Seine 
strengere Theorie^ unterscheidet sich von der älteren dadurch, dass 
der Einfluss, welchen die gleichzeitig mit den Biegungen eintretenden 
Drehungen auf die ersteren ausüben, genauer berücksichtigt wird. 
Später hat Eirchhoff^ die Theorie eines elastischen Stabes be- 
handelt; das Gleichgewicht eines solchen hat Pochhammer^ unter- 
sucht. Eine Arbeit von Voigt *^) betriflft die Biegung und Drillung 
von Erystallstäbchen. 

1) L. Enler, inveetigatio motnum, qnibus laminae et virgae elasticae con- 
tremiscunt, Comm. Acad. Petrop. pro anno 1779. 

2) Riccati, mem. di. mat. e fisica della Soc. Ital. T. 1, p. 501, 1782. 

8) PoiBson, mäm. de TAcad. des sciences, T. 8, p. 442. Paris 1829. 
M^canique T. I, p. 598, 1833. 

4) Ganchy, ezerc. de math. T. 3, p. 245 u. 356. 

5) Zöppritz, Theorie der Querschwingungen schwerer Stäbe, Pogg. Ann. 
Bd. 128, S. 139; Berechnung von Enpffer's Beobachtungen, Pogg. Ann. Bd. 129, 
S. 219, 1866. Theorie d. Querschw. eines elast. am Ende belasteten Stabes. 
Tübingen 1865. Siehe auch Okatow, Pogg. Ann. Bd. 135, S. 260, 1868. 

6) de St. Yenant, comptes rendns T. 17, p. 942 n. 1020, 1843. 

7) M^m. pr^B. p. div. savants ä l'Acad. des sc. T. 14, p. 233. Paris 1856. 
Lionville, joum. de math. 2. s^r. T. 1, p. 80. 1856. 

8) Kirchhoff, Crelle's Jonm. f. Math. Bd. 56, S. 286, 1859; Pogg. Ann. 
Bd. 108, S. 369, 1859; BerL Monatsberichte 1879, S. 815. F. Vogel, Trans- 
yersalschwing. eines keilfSrm. Stabes. Inang.-Diss. Berlin 1881. 

9) Pochhammer, Unters, üb. d. Gleichgew. des elast. Stabes. Kiel 1879. 
10) W. Voigt, Wied. Ann. Bd. 16, S. 273, 1882. 
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